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TRANSFORMATION DE LAPLACE

Auteur : Alain Ladureau TI-Nspire™ CAS

1. Objectifs

e Découvrir la transformée de Laplace.
e Utiliser la transformation de Laplace dans la résolution des équations différenticlles linéaires du premier et
du second ordre.

Pré requis : Equations différentielles linéaires a coefficients constants.

2. Fonction échelon unité

On appelle fonction échelon unité (ou fonction de Heaviside) la fonction définie pour tout nombre ¢ réel par :
U(H)=0sit<0etU(H)=1sit>0.

Fonction échelon unité Fonction échelon unité translatée
Ur)=0 ¢<0 Ut-a)=0 t<a
Uir)=1 t>0 Ut-a)=1 t2«a
Ty T
1 1
: —3 1
1 o 1 o
£1{x)=ulx)

La saisie de la fonction s’effectue dans une page | On a modifié¢ la définition de la fonction précédente
de Calculs, I’affichage graphique s’obtient dans la
méme activité dans une page Graphiques.

1,20 Terminé
0,t<0

. 3
etprisicioa= —.
P 2

Ff{.t_3:= r. |
1 3

B & fiix)=u/x-=|
L2

I Li‘ fl{.\‘_}=u{__\*_3|

Définition : Une fonction fest dite causale si f{¢) = 0 pour tout ¢ < 0.

La fonction échelon unité et sa translatée

permettent de fabriquer des fonctions causales 14

comme le montre 1’écran ci-contre. /\ /
: : %

Remarque : ceci suppose que la fonction échelon "‘ ™ 3w

unité a été définie dans la méme activité dans une

page Calculs comme indiqué ci-dessus. ) Py

- o
f.-’.l_\'J:u\_\'—* - sin
r 2 . 2 L2
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Exercice : En utilisant la fonction échelon unité ou sa translatée, donner en fonction de x une expression de
fix) correspondant a chacun des graphiques suivants.

2 A ¥ 2 A y
] f—
1.
X
> i 3 n
X
- :
2 0 1 3 k 1
-1 '3
B B £20x)=x ulx)+(1-x) ulx-1) B2 & falx)=ulx]-2 ulx-1)+ulx-2]

Remarques : lors de la saisie, ne pas oublier le signe du produit entre x et u(x).

Pour choisir la couleur du trait, une fois le graphique tracé, rapprocher le curseur du graphique et lorsque la
mention graphique /2 apparait, appuyer sur les touches [etn ] [mend], sélectionner B : Couleur du trait et choisir
la couleur souhaitée.

3. Transformée de Laplace

Etude d’un exemple
p désigne un nombre réel positif.

a. Calculer en fonction de a réel positif 1’intégrale /(a)= I u(x).e””*dx ot u(x) désigne la fonction échelon
0
unité.
, 1
b. Etablir que /(a) a pour limite — lorsque a tend vers + oo.
p

1 —a.p
Réponse : On trouve I(a) = — —

P

1 . . .
On note ~(u(x))= — = F(p). On appelle ici F la transformée de Laplace de la fonction échelon unité.
p

Définitions
[ étant une fonction causale, on appelle transformée de Laplace de f* la fonction F définie par :

F(p) =J- e adx
0
F(p) est appelée ’image de f, / ——> F est la transformation de Laplace

Exercice
En utilisant la calculatrice, déterminer les images des fonctions f'telles que : fix) =x, fix)=x% f(x)=sinux.

Réponses oo 1 o 1
r i — [ \
e e P *ldxp>0 2 J,sin*_xi' e? *laxp>0 p2+1
Jo J
— -
(x2 eP *)axp>0 3
0 ' P

Le symbole o peut étre récupéré en appuyant sur la touche [m].
Il faut préciser lors de la saisie que p est positif. On trouve la barre verticale, qui signifie
« sachant que », en appuyant sur les touches [t ][=].
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4. Dictionnaire d’images

Ouvrir une page tableur, renseigner la premiére colonne comme dans 1
I’écran ci-contre. X
Dans la partie grisée de la colonne [b], saisir la formule : )

o 3
=I e ""adx |p_> Oanda >0 X

0 cos(x)
Remarque : a désigne la colonne [a] ; la notation p et a_ est utilisée sin(x)
afin que la calculatrice ne confonde pas avec la référence du nom de la e
colonne du tableur. cos(wx)
L’écriture p_s’obtient par p (o] ]. sin(wx)

La manipulation : On ouvre une nouvelle page Tableur, on renseigne la colonne A comme indiqué ci-dessus.
On place le curseur dans la partie grisée de la colonne B, on appuie sur la touche (=] puis sur (@] (catalogue)
et on recherche I’instruction « intégrale ».

Voici I’écran qui s’affiche lorsqu’on sélectionne ’instruction
« intégrale » dans le catalogue.
On notera, en bas de page, le rappel de la syntaxe a utiliser.

On appuie alors sur puis on saisie les instructions comme
ci-dessous :

B =,r£e-p—'x'a_x,0,°°‘}|p_>0 and a_>[:‘ d|p ‘

Le a qui figure dans I’expression de la fonction a intégrer fait [interpolate( i
référence au contenu de la colonne A du tableur, le ¢ fait Al [] = Assistants activés
référence a la lettre a_ utilisée ligne 7 de la colonne A. | JExpr. Varl, Int. Sup) 2 b—E|

On appuie de nouveau sur la touche [enter], la colonne B se
remplit alors automatiquement.

‘ﬁ|m| P *Non enregistré <
B

‘ﬁ|m| P *Non enregistré <
B

A
=] (e(-p_*x)*a[].x,0,%)|p_>0 = [(eAp_0*allx.0.=)|p_>0 2
1 1/p_ LR~ orp_ s
1Up_r2 I cos(x) p_/(p_"2+1)
o3 Bsino 12+
6/p_"4 Bller-a_ @_+p)
p_/(p_"2+1) Icos(m*x) p_/(p_"2+w"2)
Adfe ADLAN o sinfw*)  w/(p_"2+w"2) ~
KIC A10 | KIC
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5. Propriétés de la transformation de Laplace

a. Linéarité

Exemple : Déterminer a 1’aide de la calculatrice les images suivantes : ~(2x+1)) et 2~ (x) + & (1).

(=]

L]
¥
)

[eP ¥ (2 x+1)ldxp>0
Jo

b2

[ i
2 | leP > xlaxpp>0 2

p

JO

co

Fei"’f 1}dx|p>0

JO

L

LOf+ug) =2 2() +p L)

b. Transformée de f{a.x)

1
Exemple : Déterminer a 1’aide de la calculatrice les images suivantes : ~/((cos(2x)) et EF (%) .

"ea
le? ¥ cosl2 x)ldxpp>0
JO

[==]

P

(3% |'t;;

|
2
“+4 l
P e
0

bo ||—-

X

P

|
p2+4

: cos‘xl dx|p>0

Afax)) = éF(g)

¢. Transformée de fix —a),a>0

Exemple : Déterminer a I’aide de la calculatrice les images suivantes : ~(sin(x —%) ) et ~/((sin(x)).

-
[ Y
|l£'1p x'sin’x——]|d.r|p>0
| N

L3

w3

P
] “m
e 2
P2+1 Jo

f !
[,e X sin'.dex|p>O

1

gl
po+l

Afix —a))=e?* Afix))

d. Transformée de la dérivée

Af(x) =p F(p) -A0)

Remarque : f{0") désigne la limite a droite de f'en zéro.

e. Cas de la dérivée seconde

AL ) =p*F(p) —p f07) - f°(0)

f. Transformée de la primitive

& j r@yar | = £
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g. Théoréme de la valeur initiale et de la valeur finale

lim pF(p)=£(07)

lim pF(p) = f (+)

6. Transformée de Laplace inverse

Définition

On appelle transformée de Laplace inverse ou original de F(p) la fonction f{x).
Notation : fx) = Z'[F(p)].

Exercice

En utilisant le dictionnaire d’images, déterminer les originaux de :

1
p* p’+9 p
Réponses

p e—a.p

% 'l(é)=x, % 'l(m)=cos(3x), [

)= U(x — @) (U désignant la fonction échelon unité).
'z

Propriétés de la transformée de Laplace et de la transformée inverse

v
N° g > F(p)
72
1 Mt ug AE(p) + uG(p)
2 fla.x) lF (E)
a a
3 flx—a) e” F(p)
4 e flx) F(p +a)
5 S () PE(p) - f0")
6 -x fix) F (p)
7 [ raar )
0 p
8 EAC)] J‘m F(u)du
X 0
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Exercices
En utilisant le dictionnaire d’images et les propriétés citées ci-dessus, déterminer les originaux de F(p) dans
chacun des cas suivants.

1 1
. Fp)= L2+ -
p’+l (p=-2¢ p-4
Réponse : f{x) = cos(x) + x.e** —e*.

1
2. F(p)=
» (p+3y
Réponse : flx) = x.e™".
6
3. F(p)=
0=
On commence par décomposer la fraction : f e | 1 1
expandl -
._p2—9.‘ p-3 p+l
Réponse : flx) =e™ - e~
P
4. F(p)=
() 16
On décompose la fraction : - p | 1 1
expand[

—
'\pz—lé ) 2 lp+d) 2 (p-4)

r 1 —4x 1 4x
Réponse : fix) = —e " +—¢e
p Sx) > >

1
5. Fp)= ——
®) p*+8p+25

L’utilisation de la fonction Complétez le carré du menu Algebre permet une modification de
I”écriture de la fraction :

completeSquare‘. p2+8- p+25p,.‘ {;u+41*2+9

1 1 3 1.
Ona: ! = t 7 )= (=————)= =sin(3x)
p>+8p+25 (p+4)y+9 p>+9 3(p*+3? 3
1.
Réponse : flx) = gsm(Sx).e’“ .
6. F(p)= %

(p=D(p*+1)

On décompose la fraction : [ 2
expand ; :
b {P‘l}g ' *\p2+li !

p 1,1

p2+1 p-1 Ep—l:‘z
Réponse : flx) = cos(x) — e + xe”.
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7. Application de la transformée de Laplace a la résolution d’équations
différentielles linéaires

a. La méthode

On notera ~/ (y(x)) = Y(p) la transformée de y. On considére ’équation différentielle linéaire du
premier ordre : y’ —y=1etp(0) =1

On applique la transformée de Laplace aux deux Y -y)=)soit Y()- Y ()= ()
membres de 1’équation différentielle.

1
PY(P)-y(0)-Y(p)= —
p
On isole Y(p). 1 1
v V()= — s
pip=1) p-1
On transforme [’écriture du second membre en 1 1 1 2 1
décomposant la fraction rationnelle en éléments Y(p)= Tt - .
) p-1 p-1 p-1 p
simples.
On applique alors la transformée de Laplace 4 o, 2 1
inverse. 7Y = p-1 _;)

W =2 7 (——y— Ly
p-1 p

On obtient alors la solution de 1’équation y=2e"-1
différentielle.

b. Exercices

En utilisant la transformée de Laplace et la transformée inverse, résoudre les équations différentielles

suivantes.
(E)) y—y=xec"etp0)=1
1
Transformée pY(P)-»0)-Y() = 2
(p-1
1 1 1 2 1
Calculde Y Y(p) = + =5 +
@) (-1 p-1 2(p-1 p-1
. 1 X X
Solution y= Exze +e
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(Er) y+y=x*-4x+3 ety(0)=0

2 4 3
Transformée pY()—y(0)+Y(p)= S
p pp
2 4 3 -9 9 6 2
Calcul de Y(p) Y(p) + + 2= 4

p(p+1) pAp+l) pp+l) p+l p p* p°

Solution y=-9¢ "+9—6x+x2
(Es) y” +2y" -3y =¢",3(0)=0ety’(0) =1
1
Transformée PY(P) = py(0) - y’(0) 2(pY(p) - ¥(0)) - 3Y(p) = »+D
p+2 I 1 1 1 31
Y = = —— - +—
Caleul de Y(p) O D rr2p— 8(ped) dpil 8 poi
1 1
Solution y=-—_e——e" +§ex
8 4 8
(Ey) -2y +ty=x.e",p(0)=1¢et)’(0)=0
1
Transformée P P)=py(0) -y (0) 2(pY (p) = (0) +Y(p) = (p+1y
1 p—=2 1 1 1 1 31 3 1
Y(p) = + = +— +— ——
CalculdeY(p) (p) (p+1)2(p_1)2 (p_1)2 4(p+1) 4(p+1)2 4p—1 4(19_1)2
, .1 3.3 .
Solution y=—e +—xe +—e ——xe
4 4 4 4

Remarque : il sera utile d’utiliser la calculatrice pour obtenir la décomposition en éléments simples des
fractions rationnelles en utilisant 1’instruction Développer du menu Algébre, en particulier dans les exercices

3et4.
Exercice 3 Exercice 4
‘f ') 3 ‘ i 1 P_2 1
expand + ’ ! expand +
2o 1 ’ r 1 . i i i
p (p+1) p? [pe1) PPHLY Wp+1)2 - (p-1)2 (p-1)2)
9.9 6 2 R SR B
p+l p P2 p3 4 (p+1) 4 [p+1:'2 4 |p-1) 4 [P‘ﬂz
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