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EQUATIONS DIFFERENTIELLES
DU PREMIER ORDRE (COURS)

TI-Nspire™ CAS

1. Objectifs

e Découvrir les équations différentielles du premier ordre.
e Résoudre a la main et a I’aide de la calculatrice les équations différentielles linéaires du premier ordre en
conformité avec le nouveau programme.

2. Introduction

Exercice 1: on considére I’égalité suivante (E) : y’(x) = y(x) qui est une équation différentielle du premier
ordre. On pourra écrire cette équation sous la forme : y” = y. (L’inconnue est ici la fonction y)

Question 1 : déterminer une fonction constante y qui vérifie I’équation (E).

Question 2 : déterminer parmi les fonctions connues, une fonction non constante solution de (E).

Question 3 : calculer la dérivée de la fonctiong : x > e™. y

Question 4 : vérifier que I’équation (E) est équivalente a : y’ €™~ y e =0, ou encore a (y ™)'= 0.

En déduire que si y est solution de (E), alors la fonction g est constante.

Donner alors toutes les solutions de (E).

Réponses

Question 1 : en posant y = k et en remplacant dans I’équation il vient & = 0, la fonction nulle est donc solution
de (E).

Question 2 : la fonction usuelle : x > e" est solution de (E).

Question 3 : ontrouve g’(x) = y’ e™-ye™.

Question 4 : en utilisant les résultats précédents,ona:y' =y <y —-y=0<y’e*-ye'=0< (ye*)’=0.

La fonction g a donc une dérivée nulle, elle est donc constante. On aboutit donc a y e™ = C donc a y = Ce", ou
C est une constante réelle.

L’ensemble des solutions de (E) est donc I’ensemble des fonctions de la forme : x +— Ce", ou C est une
constante réelle.

Exercice 2 : on considére la fonction ' définie pour tout x réel par : f{x) = 3e* —x2 + 1.

Question 1: trouver deux nombres réels a et b tels que la fonction f soit une solution particuliere de
I’équation différentielle : a y* + b. y = -2x2 + 2x + 2.

Question 2 : en remplagant a et b par les valeurs trouvées dans la question précédente, trouver une fonction
polynéme du second degré solution de I’équation différentielle ainsi obtenue.

Question 1 : on a f’(x) = 6 e —2x, en remplacant dans I’équation différentielle, il vient :
(6a + 3b) €%"-bx? - 2ax + b = -2x2 + 2x + 2, par indentification on aboutit au systéme :
6a+3b=0

—b=-2
qui a pour solution: a=-1leth =2,
—2a=2
b=2

L’équation différentielle cherchée est donc (E) : -y” + 2.y =-2x2 + 2x + 2
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Question 2 : on cherche alors une fonction g telle que g(x) = ax? + fx + y solution particuliere de (E).
Onag’(x) = 2ax + S, en remplacant dans (E) il vient: 2 ax? + (26 - 2a)x + (-f + 2 y) = -2x2 + 2x + 2
ce qui conduit au systeme de trois équations a trois inconnues suivant :
200=-2
2 —2a =2, qui admet le triplet (-1, 0, 1) pour solution.
—pB+2y=2
La fonction cherchée g, solution particuliere de (E), est définie par g(x) = -x2 + 1.

3. Equations différentielles linéaires du premier ordre

1. Définition
On appelle équation différentielle du premier ordre a coefficients constants toute équation (E) de la forme :
a.y +b.y=fx)

ou a et b sont des nombres réels (a = 0), y et f'sont des fonctions numériques de variable réelle x.
L’équation : a .y’ + b .y =0 est I’équation sans second membre associée a I’équation (E).

Remarques : I’inconnue de cette équation est la fonction y.
Une solution particuliére de I’équation est une fonction g qui vérifie I’équation.
La solution générale de (E) est formée par I’ensemble de toutes les fonctions solutions de (E).

2. Résolution de I’équation sans second membre : (Eg) :a .y’ +b.y=0

b b
. g L. % b b,
Question 1 : vérifier que I’on peut écrire (Ep) sous la forme : y'e* +—y.e® =0.
a

b
- 7 = 7 - —x
Question 2 : calculer la dérivée de la fonction : x > y. e®

b
- ’ - - ’ ’ - 7 =g v Z - X AY
Question 3 : déduire des questions précédentes que si y Vérifie I’équation (Eo), alorsonay =C. e “ ou C
désigne une constante réelle quelconque.

b
Question 4 : réciproquement, toutes les fonctions: x — y=C. e « sont-elles solutions de I’équation (Eo) ?

Théoreme 1 : L’ensemble des solutions de I’équation différentielle (Eo) : @ .y’ + b .y =0, est I’ensemble
b

des fonctions de la forme y = C. e @ oll C est une constante réelle quelconque.

Utilisation de la calculatrice

Ti-Nspire permet la résolution des équations différentielles
du premier ordre.

Apres avoir ouvert une nouvelle page de calcul, appuyer sur
(4] (D] afin de saisir a I’écran I’instruction deSolve(. |

Pour la notation de la dérivée de y, utiliser et choisir

T|i|e e|9|
I’apostrophe dans le tableau proposé. I

Remarque : la notation ¢l désigne une constante réelle. C
Chague nouvelle utilisation de I’instruction deSolve( créera 1799
une nouvelle constante numérotée dans I’ordre d’apparition.
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3. Résolution de I’équation complete (E) :a.y’ +b.y=fx)
Soit yo une solution particuliére de I’équation (E), on a alors : a. yo' + b. yo= f(x).

Une fonction y est solution de I’équation (E) si et seulement si: a .y’ + b . y = f{x) ou encore si et seulement
siona:a.y +b.y=a.yy’ +b.yy soita.(y’-yo’) + b.(y- yo) = 0.
Cette équation différentielle est une équation différentielle du premier ordre sans second membre, en

b b
appliquant le théoreme 1 établi ci-dessus, on trouve donc:y-yo=C. e * ,d’ouy=C. e “ 4.

Théoréme 2 : La solution générale de I’équation différentielle (E): a . y’ + b . y = fix) s’obtient en
ajoutant a la solution générale de I’équation sans second membre a. y’ + b. y = 0 une solution
particuliére de (E).

Remarque : la recherche de la solution particuliére s’effectue a la main dans les cas simples, en s’aidant le
plus souvent des conseils donnés dans I’énoncé. Sinon, on utilisera directement la calculatrice et I’instruction
deSolve( afin d’obtenir la solution de (E).

4. Représentations graphiques des solutions
Exercice
On considere I’équation différentielle (E) y' — y=-x+ 1.

Question 1 : chercher a la main une solution particuliére de (E) en posant y = a.x + b.

En utilisant les théorémes précédents, donner I’ensemble des solutions de (E).

Verifier alors les résultats trouvés en utilisant la calculatrice et I’instruction deSolve(.

On trouve a la main la solution particuliére : y = x.

En utilisant le théoréme 1, on peut affirmer que la solution générale de I’équation sans second membre
associée est : y = Ce*, ou C est une constante réelle.

En appliquant le théoréeme 2, I’équation différentielle a pour solution générale : y = Ce" + x ou C est une
constante réelle.

L utilisation de la calculatrice donne le résultat dans
I’écran ci-contre.

Question 2 : en attribuant pour valeurs successives -2, -1, 0, 1 et 2 a la constante qui figure dans I’ensemble
des solutions, faire apparaitre sur une page graphiques les 5 courbes représentatives des différentes solutions.

Méthode 1 : on peut, en ouvrant une page graphiques, saisir chacune des cing fonctions successivement dans

S1), fo(x) ..

m| 'Y > honanracisis = ol < | *Non enregistré — fofl] <]
6.67 77 f5(x)=2- e¥4x 6.67 17 15(x}=2- e%4x
| /
B & pifx)=-2 eX4x o
fdlxl=e” +x
iaml / roo
l [EY ﬂ(x]:-ex'i-x ) f}tl_.\'_.}=.\'

V| @ 3 = L% et + .
. Y (I] X ]03 o : 0
B & gafx)=e*4x I B

12{x)=-* +x
B & g5x)=2 eX+x T\
® rolx)d ¥ 667 1 fllx)=2 e*+x
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Méthode 2 : on peut saisir dans une seule fonction les cing expressions différentes en remplagant la constante
par la liste {-2, -1, 0, 1, 2}.

M =& fe{x)={-2-1,0,1,2} ¥ +x R/ A
-10 1 10

6.67 -

Les numéros qui figurent a coté de chacun des
graphiques correspondent a I’ordre de saisie des
nombres dans la liste.

On récupére les accolades par D]J.

Méthode 3 : on peut créer un curseur et le manipuler pour voir a I’écran défiler chacune des représentations
graphiques demandées.

Ouvrir une page graphiques, appuyer sur les touches
(1] (B], déplacer le curseur qui s’affiche dans le
coin en haut a gauche de I’écran.

Nommer £ la variable, mettre sa valeur a 1, par exemple.

Positionner le pointeur de la calculatrice sur le curseur
et changer les parametres de réglage du curseur en k-

utilisant les touches [etn] comme indiqué dans - Valeur : [1 |
I’écran ci-contre. — Minimum [ 2 |
Dans Incrément, utiliser I’option Saisie de valeur et Maximurm [2 |

prendre 1, on obtiendra donc un curseur qui passera de 10
-2a2de1en 1, comme demandé dans I’énonce.

' Incrément [ 1 b 10
SWe[rozontal | ] g

|£| |Annuler|

R 1: Pointeur Fafl] x|

2: Sélectionner b

k 1: Actions
I3 2: Affichage

ks 3: Entrée/Modifi
17 4: Fenétre

[, 5: Trace

\d'6: Analyser la rg
&8 7: Tableau

® 3; Afficher/Masquer
2 4 Attributs

g 5: Définir les conditions
€3 6: Tout effacer

ALl 7: Texte

«5 8: Géométrie
17l 9: Paramétres..

v 8: Coord. et éq.
a+h 9 Calculer

7 A Redéfinir

Axi=

nd B: Insérer un curseur

On ouvre une page Graphiques, On appuie sur

[menu] (1] (B).

Une fois le curseur créé, les paramétres de réglages
modifiés, on positionne le pointeur sur le curseur
et on appuie sur % puis on déplace le curseur a
I’aide du pavé tactile afin de modifier le graphique
affiché.
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5. Existence et unicité de la solution vérifiant une condition y(a) = B
ou a et B sont des nhombres réels connus

1. Exercice
On considére I’équation différentielle (E) y" + y = %xz.

Question 1 : donner a la main la solution générale de I’équation sans second membre associée.

Le théoréme 1 permet de répondre directement : y = Ce™, ou C est une constante réelle.

Question 2 : chercher a la main une solution particuliere de (E) sous la forme d’un polynéme du second
degre.

On pose y = ax? + bx + ¢, on calcule y” et on remplace dans I’équation (E), aprés regroupement des termes on

1 . . A , .
trouve : ax? + (2a + b)x + (b+c) = Exz qui conduit au systéeme d’équations :

a=1/2 L
2a+b =0, qui a pour solution le triplet (5 -1, 1).
b+c=0

. . . 1
La solution particuliére demandée est donc y = Exz -x+1

Question 3 : en déduire la solution générale de (E).
Vérifier alors le résultat obtenu en utilisant la calculatrice.
Le théoreme 2 et les résultats trouvés précédemment permettent d’écrire la solution générale :

v, 1 . .
y=Ce* +§x2 —x+1 ou C est une constante réelle.
La vérification a I’aide de la calculatrice donne le résultat ci-contre. 5

Question 4 : ouvrir une nouvelle page en utilisant I’application graphiques et construire un curseur de
variable m qui varie entre -3 et 3 avec un pas de 0,1. Saisir alors I’expression de la solution générale de (E)
trouvée en question précédente dans la barre de saisie de la fonction de votre page graphique et faire varier le
curseur afin d’observer la forme du graphique.

Combien semble-t-il y avoir de fonction(s) solution(s) de (E) qui vérifie(nt) la condition y(-3) =0 ?

En faisant varier le curseur précédent, donner la valeur approchée de m correspondante.

*Mon enregistré — el < |

m 1.2 I3 *Mon enregistré — L ofl] < |

6673
m=-4q
T '
- 3
.
+ f‘ + f‘ / f‘
10 1 10 10 1 10 10 1 10
filx)=m e "“-o-% w1 filx)=m e "“-o-% 2ol filx)=m e "“-o-% sl
“6.67 T “6.67 T “6.67 T
On déplace le curseur. Ici, pour Il semble qu’une seule valeur La valeur approchée de m lue
m =1, la condition n’est pas Vérifiée. de m soit solution. sur le curseur est -0,4.

Question 5 : reprendre la question précédente par le calcul et trouver ainsi la valeur exacte de m.

Dans la méme page graphique, afficher la représentation graphique de la fonction f solution de (E) qui
vérifie la condition /{-3) = 0.

Le calcul de la valeur exacte peut se faire avec la calculatrice. Il suffit de résoudre I’équation y(-3) = 0
d’inconnue ¢1 en utilisant I’instruction Solve du menu Algébre dans une page de calcul.
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. xX2—2x+2
La syntaxe sera la suivante : solve( y =cle™” +T cl)y=0andx=-3
Remarque : la constante ¢ se récupére via le 11012173
catalogue accessible par la touche [=], comme le = ~
montre I’écran ci-contre. tEE|2 fz |3: 554 -F |5 e |6 {f
. . , , _ I 0 =N
L’instruction « sachant que » représenté par le zla|]|!|o]|@|#| $]% &
symbole |peut étre récupérée par [ctn] (menu), AR ARl
112 |yl Z|aflF|x|2]"]1]a2
> <[ # | 17 I
= H 1P|y H niAlu|lQlAIB|T
1 AIEIZIHO I [ KIAIMINI =™
1A [v] = Assistants activés |
r|lettre minuscule italique c constante & 9?

La résolution et la représentation graphique demandée figurent dans les écrans ci-dessous.

2] 1.1 mm *MNon enregistré — { mm AR+ *Non enregistré —
cl=-0 42319 £2l)=flx)

i

- v f‘

Terminé 10 f('-’-.ﬂ! ! 10

c1--27 2 2
2 5 | A

3/99 4/99 | 6.67 |

Une valeur approchée de ¢l a On crée alors une nouvelle On peut alors dans cet écran en

été demandée en utilisant les fonction f qui permettra appuyant sur la touche (meny],

touches [ctri] [enter], I’affichage du graphique. choisir I’option (6], Analyser la
représentation  graphique et
sélectionner 1 : Zéro.

Question 6 : vérification de la solution particuliere a I’aide de la calculatrice

- . 'R - .- I‘ 1 ‘ |
Dans une page de calculs, saisir I’instruction ci deSolve[y'+y=—-x2 and {-3)=0.!
contre. L |

2
Modifier alors I’expression de la solution donnée par la calculatrice afin de retrouver la forme de la solution
trouvée question 4.

|| 1.2 || *Non enregistré —

! 1 5 ; | A
deSolvely'+y=— -x~ and }4.'3}=0,x,yJ
2
1 - )
I " \ ! ff ) ! - ! 3 !
[x2-2 x+2]- e¥*3-17)- 62 22 x42) 317 73
p=— - ‘ expand|y=
2 I 2 |
-17 -
y= +—-x+1
2
2-e”7 et
S | v
1/99 2/99

On utilise I’option Développer du menu Algebre.
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2. Cas général

b
La solution générale d’une équation différentielle du premier ordre est de laforme:y=C. e « + g(x) ol g
désigne une solution particuliére.
L’écran ci-dessous permet de justifier le théoréme 3, I’équation d’inconnue C ayant toujours une unique
solution quels que soient les réels a et f.

a

+glal el

solvelf=c- e

Théoréme 3 : Pour toute équation différentielle du premier ordre, il existe une et une seule solution qui
vérifie une condition du type y(a) = p.
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