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EQUATIONS DIFFERENTIELLES
DU PREMIER ORDRE (EXERCICES)

TI-Nspire™ CAS

Objectifs

e Résoudre a la main et a I’aide de la calculatrice les équations différentielles linéaires du premier ordre en
conformité avec le nouveau programme.

e Utiliser la calculatrice pour conjecturer la réponse a certaines questions ou pour Vérifier les résultats.

o Utiliser les outils de calcul formel de TI-Nspire avec les équations différentielles.

Exercicel

On considére I’équation différentielle linéaire du premier ordre (E) : y'—y=2x2—-3x + 1
1. Déterminer la solution générale de I’équation sans second membre (Eq) : y’—y =0
2. Parmi les 3 fonctions suivantes figure une solution particuliere de (E).

1 2 3
f(x)=2x2-3x+1 LX) =22 —x-2 fa(X) =-2x2 —x -2

Trouver laguelle de ces fonctions est solution de (E) en détaillant la méthode utilisée et les calculs.

3. Donner la solution générale de I’équation (E) (on notera C la constante réelle intervenant dans la solution
générale). Vérifier le résultat a I’aide de la fonction deSolve de TI-Nspire.

4. On donne ci-dessous 4 valeurs de la constante C.
| c=1 | C=0 | Cc=3 | c=2 |

Une seule de ces constantes correspond a une fonction solution de (E) dont la courbe représentative admet en
son point d’abscisse 0 une tangente paralléle a la droite d’équation y = 2x.

En utilisant la calculatrice, faire apparaitre les graphiques correspondants aux quatre valeurs de C, ainsi que
la tangente au point d’abscisse 0 pour chacune d’elles.

Quelle semble étre la valeur de C qui répond a la question ?

5. Donner une méthode qui permet, a la main, de déterminer la valeur de C.

Réponses
Question 1 : on trouve y = C. ¢* ou C désigne une constante réelle.

Question 2: on calcule la dérivée de chacune des fonctions proposées et on remplace dans I’équation
différentielle.
Les résultats sont résumés dans le tableau ci-dessous.

f(x) 2x2-3x+1 2X2—X—2 22 —x—2
f7(x) 4x -3 4x -1 -4x-1
f(x) — f(x) 2x2+7x—4 -2x2+5x+1 2x2 - 3x + 1

On peut donc en conclure que c’est la fonction f; qui est solution particuliere de (E).

Question 3 : la solution générale de (E) est donc : y = C. " — 2x2 — x — 2, ol C désigne une constante réelle.
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Question 4 : on saisit I’expression de la solution particuliére dans une page graphique différente pour
chacune des constantes et on demande I’affichage de la tangente au point d’abscisse 0 et de son équation
cartésienne dans chaque cas.

X r 5 v
i | \ L (1o 1
fllx)=e” =2 x~=x~2 - " i f
/ alde-z 22 [/ [ N2 el Blx)=1 e¥-2 x7=x-2
\ i e

r!5 15 ."Ifl'l 7]\ / g ! do t

c=1 C=0 c=3 C=2

Réponse : C = 3.

Question 5 : la condition y’(0) = 2 permet de déterminer a la main la valeur de C.
y=C.e"—2x2—x—2 conduitay’ = C. e*— 4x — 1. On en tire I’égalité 2 = C. e°— 1, d’ot C = 3.

Exercice 2

L’objectif principal de cet exercice est de familiariser les étudiants a I’utilisation du calcul formel avec TI-
Nspire en se placant dans le cadre de la résolution des équations différentielles.

Les copies d’écrans qui suivent sont issues de la version PC du logiciel TI-Nspire afin de faciliter la lecture
des réponses.

Dans le tableau ci-dessous figurent trois représentations graphiques. Chacune d’elles est la représentation
graphique d’une solution particuliére d’une des trois équations différentielles citées sous le tableau, mais
I’ordre n’a pas été respecteé.

L’objectif de cet exercice est de redonner a chaque représentation graphique 1’équation différentielle qui lui
est associée.

*Non enregistré —
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f(0)= =2,7(0)= -= 0)=-—=,g(0)= = h(0) = —, h’(0) = ——
0) g (0) 3 g (0) 1091() ) 0) = (0) 295

Equation E; : Equation E; : Equation E :
3y’ +y = X.cos(x) 2y —y=(2x-3).e* y’ + 2y = e*.sin(x)

1. En utilisant la fonction deSolve de Ti-Nspire, donner la solution générale de I’équation E;.

2. En utilisant les informations figurant sous chacun des graphiques et la calculatrice, trouver la solution
particuliére issue de I’équation E;.

3. Reprendre de méme avec les équations E; et E.
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Réponses
On résout I’équation E1 en utilisant la fonction deSolve de TI-Nspire.

deSolve{3- y+y=x+ cosl‘jx} X, y:l - | X

e 3. |||:l‘15- x+ 12}' cos{x}+3- t5 x—3:|- sinlfx}]l- e 3

y=
50

+50- cl|

On simplifie I’écriture du résultat en utilisant la fonction Développer du menu Algegre.

f ! I8
| I | £ |
5.l 5usel

e

5 x+12)- coslx)+3- (5+ x—3)- sinlx])- e > +50- ¢,
50 ,'

x* cost':xj} 6" cosl‘:xj‘l 3. x sin{x} 9: sin{x:| cl
y= + + +

expand}l V=

10 25 10 50

le*)

On fait maintenant I’hypothése que I’équation E; correspond au premier graphique, c'est-a-dire que la

fonction f est la solution particuliére de E; qui vérifie les conditions : f(0) = ? f’(0) = —g.

. s 23 - . ,
On cherche donc la valeur de la constante ¢1 qui permet I’égalité f(0) = ry en utilisant la fonction Résoudre

du menu Algébre.
(l 23 x cosl: } 6° cosl: } 3 x sin{x:l 9- smlxl cl i 521
solve/ —= + 1 + €1\ p=0 cl=——
10 25 10 50 1 225

(43
| le |

On remplace c1 par sa valeur dans I’expression de la solution générale afin d’obtenir la solution particuliére f.

x cosIZx} 6° cosi:x:l 3 x sinﬂx} 9: sint'jx} cl 521
: + + lci=
10 25 10 50 1 225
i3
le*]
X
520e” fx 61 . [3x 9o} |
l—+— } cosilx,Hl _,_J sinlx]
225 10 25§ 10 50
X Terminé
3 7 | [ 2., i
521-e x 6 ‘1 3x 9 (Y 4
—+| —+— J coslx] +| _— | sinlx) — Ax]
225 110 25| | 10 50)

On calcule alors la valeur de la dérivée de f en 0 afin de s’assurer de la validité de notre hypothese.

L o= 23
dx " 27
La réponse attendue était f ’(0) = g notre hypotheése est fausse et I’équation E; n’est pas associée a la
fonction f.
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On reprend alors la méthode précédente en faisant I’hypothése que E; est associée a la fonction g.

o . , ) L . 11 . .
Les calculs repris a partir de la résolution de I’équation d’inconnue c1, g(0) = 0 figurent dans les copies

d’écrans ci-dessous,

f' -11 x-coslx) 6-coslxl 3-xsin(x] 9-sinlx] cI ! -67
solve/ —= I I + ,c1\x=0 cl=—
10 10 25 10 50 1 50
(43
I ﬁex‘l 1|
x- cosﬂx} 6+ cosﬂx} 3 x sinﬂx} 9- smlxl cl -67
| + + lc1=
10 25 10 50 1 50
(13
le*)
__X
67e> [x 6] 4 ({3x 09}
— |t cos{ }Jr _7_‘ smlxl
50 110 25, 1 10 50
=~ Terminé
- 3 }
67-e ‘ i ! 9 [ \
i+—| cosﬁlerl Xf—‘ sinlx| — glx
50 10 25] 50
11
_|g ‘P(—O =
dx 30
, , 11 . , . I
Le résultat attendu est g ’(0) = i la fonction g n’est pas solution particuliére de E;.
La seule réponse possible est donc la fonction h comme le confirment les calculs suivants.
(68 x- coslx* 6° cos[x} 3 x sin{x:l 9- smlxl cl i 2
solve, 1 + €1\ p=0 cl=—
75 10 25 10 50 1 3
foh3
I hex)‘ ]l
x cos{le 6- cosl:x} 3« x sin{x:l 9- smlxl cl
+ + + lcI=—
10 25 10 50
i3
le¥)
=l
2e3 [x 6} ., f3x ol .|
+|—+— : cos{x}+|—f—|- sinlx]
3 110 25/ | 10 50/
x Terminé
3 \ { 1
2 e I 6 |3' 9 ! i
+li+—} cosﬁx,|+l—xf—J sinlx! - Al x)
3 10 25| , 10 50
L {hlx) =0 el
dx 225
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On procéde de méme avec I’équation E, qui a pour solution particuliére la fonction f ou la fonction g.

X Terminé
2 (e
-149- 16+ x—5!- .
149-e~ [6-x-5e” o)
90 9
d 41
dx 20
[ x | cl=2
5 l6-x-5)-e
solvel —=cl ,c1|jx=0
\ 9 J
x x
(6-x5)-e™ (6-x-5)-e™
cI-ez—g\c1=2 2.92_-)(—‘
9
X Terminé
‘ \
7 6:x-5)e X
2ot —————— A«
9
(g )e-o0 2
dx 9

La fonction f est donc la solution particuliere de I’équation E,.
La derniére vérification permet de confirmer que la fonction g est solution de I’équation Es.

{

i - \ A |
deSolvel.y'+2-y=ex- sinl“xj,x,yj+ e 2% |cos xl e ¥ 3. smlx e ¥_10- cl,
y= .
10
) i i
e XX *cos*xl e’ ¥ 3. sinlx)- e ¥ 10- c]h - codx] 3-e¥-sinlx] eI
expand| " 1 " : .
{ A
l 10 |.‘_ex_‘}
11 -e¥-coslx] 3-e%-sinlx]  c7 ‘ cl=1
solve + + .1 o=
10 10 10 (A2
[Lex |
-e¥. cos{x}t 3- e*- sin[]x:] cl -2 e~ cos{ x:l 3. o%. sinl: x}
1 = lcI="1 -e =
10 10 02 10 10
]
% M X, il Terminé
2.y € -coslx] 3-e*sinlx] i
o X X X gl
10 10
d 11
——{glx]J=0 —
dx 5
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Exercice 3

On donne I’équation différentielle suivante (E) : 2y’ +y = (-9x + 9).e™*

1. Déterminer a la main une solution particuliere f de (E) sous la forme d’une fonction définie par
f(x) = (a.x + b). e ou a et b désignent des nombres réels que I’on calculera.

2. Donner la solution générale de (E). (On appellera C la constante réelle qui apparait dans la solution
générale de (E))

3. L’objectif de cette question est de déterminer, dans chacun des trois cas, la solution particuliere de
I’équation différentielle dont la représentation graphique figure ci-dessous.

(

f1(0) = -11. La tangente au point d’abscisse O | La courbe traverse sa tangente au
est paralléle a I’axe des abscisses. | point d’abscisse 0.

a. En utilisant la fonction Taylor de la calculatrice, faire afficher le développement limité a I’ordre 3 au
voisinage de 0 de la solution générale de (E ) en utilisant la constante C.

b. Déduire de ce développement limité I’équation de la tangente en fonction de C et discuter suivant les
valeurs de C la position relative de la courbe représentative et de sa tangente.

c. Déduire de ce qui précede I’expression de la solution particuliere de I’équation différentielle associée a
chacun des graphiques ci-dessus.

Réponses

Question 1 : on pose f(x) = (a.x + b). e, on calcule f ’(x) et on remplace dans I’équation (E).
On trouve f’(x) = (-2a.x + a — 2b). ™.
En remplacant dans (E), on trouve : (-3a.x + 2a — 3b). e = (-9x + 9).e’*

-9
qui a pour solutiona =3, b =-1.

On aboutit alors au systéme d’équations a deux inconnues
2a—-3b=9

La solution particuliére cherchée est doncy = (3x —1). e**..
1
- 7 - - 7 s X
Question 2 : I’équation sans second membre a pour solution généraley =C.e 2 .
1

- Ve Ve —5X - AY Ve
La solution générale de (E) estdonc :y=C.e 2 + (3x — 1). e ou C est une constante réelle.
y
Remarque deSolvel2 y+y=(-0- x+9)- 2 ¥ 3

une vérification a I’aide de la calculatrice nous donne
X

S o
y=cI-e = +{3-x-1] =¥

Question 3a:
La fonction Taylor permet d’afficher directement le ’ x ]

développement limité a I’ordre 3 en 0. N

tayloricZ e 2 +{3-x-1) e % ¥ x2,0]
ety fer | 5 (22 a1l s
cI-1+|5—— | x+|—-8) x"+—-——|x"
| 21 L8] L3 48)
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Question 3b :
Une équation de la tangente est donc : y = (5—%)x +C-1

La position relative de la courbe et de sa tangente dépend des termes qui suivent dans le développement
limité.

Le signe du coefficient (E—S)XZ lorsqu’il est non nul donne cette position, s’il est positif la courbe est
située au dessus de sa tangente et située en dessous sinon.

- - - 1 N - - - 7 - 22 C 3 3
Si ce coefficient est nul, c'est-a-dire pour C = 64, la position dépend du signe de (? _E) X* =6Xx".

Les résultats sont résumés dans le tableau ci-dessous

C -0 64 + o0

Position | La courbe est située sous sa tangente | La courbe est située au dessus de sa
pour x voisin de 0 tangente pour x voisin de 0

Lorsque C = 64, pour x < 0 et x voisin de 0, la courbe est située sous la tangente ; si x > 0 et x voisin de 0, la
courbe est située au dessus de sa tangente.

Question 3c :

Dans le premier cas, f(0) est le terme constant du développement limité donc : C — 1 =-11, d’ou C = -10.

1
La solution particuliére associée au premier graphique est doncy = -10.e 2 + (3x —1). e™ .

Dans le second cas, on a f ’(0) = 0, ce terme est égal a (5—%) (voir la question 3b), onentire C=10etla

1
solution particuliére associée au graphique 2 est 1y = 10.e 2 + (3x — 1). e

1
Le cas 3 correspond & C = 64, la solution esty = 64.e 2y (3x —1). e
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