算法在数列问题中的应用
上海市实验学校   金珉
【教学目标】

1、通过对递推数列任意一项的求值，理解“算法化”的思维方法，掌握递推数列求项的算法程序；
2、通过对系列问题的解决，培养逻辑思维和抽象思维的能力；
3、通过图形计算器的运用，促进学生主动参与、提高学习兴趣、激发求知欲望．
【教学重点】

掌握递推数列求项的算法
【教学难点】

设计算法解决递推数列求项的问题
【教学方法】

多媒体设备、图形计算器辅助下，使学生经历算法设计的全过程．学会有条理地思考问题、表达算法，并能将解决问题的过程整理成程序．
【教学流程】

引入 ( 应用 ( 提升 ( 拓展
〖引入〗

例1  在数列{an}中，
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），求a10的值．
分析算法：
首先，让我们回顾一下由a1逐个递推得到a10的过程，整理出操作步骤：

⑴
把1赋给a1，把1赋给n；

………………………… 定义首项和项数
⑵
计算
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；
…………………………………… 由前项算后项
⑶
把n＋1赋给n；

…………………………………… 项数加1

⑷
如果n≤9，那么再执行第⑵ ~ ⑶步；
如果n＞9，那么输出n和an 并结束计算
……………… 重复执行
实践算法：
（为了突出算法这一重点，也为了前后连贯，建议使用While语句编程）
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结果
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试一试

在数列{an}中，
[image: image9.wmf]1

1

a

=

，
[image: image10.wmf]1

2

+

=+

n

nn

aan

（
[image: image11.wmf]n

Î

N

*

），求a10的值．
分析算法：
我们只需修改第2步的命令，替换一下递推关系式就可以了．
⑴
把1赋给a1，把1赋给n；

………………………… 定义首项和项数
⑵
计算
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；
…………………………………… 由前项算后项
⑶
把n＋1赋给n；

…………………………………… 项数加1

⑷
如果n≤9，那么再执行第⑵ ~ ⑶步；
如果n＞9，那么输出n和an 并结束计算
……………… 重复执行
实践算法：
For循环






While循环
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运算结果
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〖应用〗
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例2     如图所示，对一个正六边形A1B1C1D1E1F1，在它的外面画一个外接圆O，再作这个圆的外切正六边形A2B2C2D2E2F2，这算一次操作．然后对得到的正六边形再继续进行同样的操作．
    设最初的正六边形的边长A1B1为a1＝1厘米，第n次操作之后的正六边形边长为an+1，它的面积为Sn+1．问至少要进行多少次操作，才能使最后得到的正六边形面积超过1平方公里？
分析算法：
所有正六边形的面积构成一个数列{Sn}，则
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如果我们要用递推算法解决问题，那么还缺什么？

不妨如图设定端点，下面就请大家找一下Sn与Sn+1之间的递推关系：

第n次操作之后，还是得到正多边形，它与前一个正六边形的面积比可用相似比来求出，即
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所以，{Sn}递推公式为
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原问题可以理解为：求使得
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成立的最小的正整数n（n为项数）．我们只需修改变量名，以及第2步的命令，替换一下递推关系式就可以了．
⑴
把
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2

赋给S1，把1赋给n；
………………………… 定义首项和项数
⑵
计算
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；
…………………………………… 由前项算后项
⑶
把n＋1赋给n；

…………………………………… 项数加1

⑷
如果Sn+1≤1010，那么再执行第⑵ ~ ⑶步；
如果Sn+1＞1010，那么输出n和Sn+1 并结束计算
…… 重复执行
实践算法：
While循环





运算结果
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答：所以，77次操作之后的第78个正六边形的面积是第一个超过1平方公里的．
〖拓展〗

 3．    我国古代数学家刘徽的“割圆术”，简而言之，就是从圆内接正六边形开始作弦割圆，使得正n边形的边数加倍，从而得到正2n边形的面积．正所谓“割之弥细，所失弥少，割之又割，以至于不可割，则与圆周合体，而无所失矣．”边数足够大时，圆内接正多边形的面积就近似于圆的面积．
    请根据“割圆术”的思想，设计一个算法，计算M次分割之后，圆内接正2n边形面积的近似值．
分析算法：
为了便于理解，不妨设增加边数前的圆内接正n边形的边长AB为Lk，取AB的中点C，连OC并延长交
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于点D，设增加边数后的圆内接正2n边形的边长AD为Lk+1．
四边形OABD的面积为
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，则正2n边形的面积看作是n个这样的四边形的面积之和，即
[image: image29.wmf]1

11

22

+

æö

=×=

ç÷

èø

kk

SnABODnrL


那么边长怎么算呢？在边长构成的数列中，首项
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，然后刘徽就去寻找Lk+1与Lk的递推关系，这就是递推数列求项的问题了．
我们知道
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从而得到Lk+1与Lk的递推关系为：
[image: image36.wmf]2

22

2

1

22

+

éù

æöæö

êú

=--+

ç÷ç÷

êú

èøèø

ëû

kk

k

LL

Lrr

．
现在我们可以写出解决本问题的递推算法了：
⑴  输入M

………………………………………………… 设置循环次数
⑵
把1赋给r，把1赋给L1，把1赋给k，把6赋给n  …… 定义首项、项数、边数
⑶  计算
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；

………………… 求值
⑷
计算
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；
…………… 由前项算后项
⑸  把2n赋给n；
…………………………………………… 边数加倍

⑹
把k＋1赋给k；

……………………………………… 项数加1

⑺
如果k ≤M－1，那么再执行第⑵ ~ ⑹步；
如果k ＞M－1，那么输出M、n和Sk+1 并结束计算  …… 重复执行
分析算法：
While循环
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运算结果

	割圆的次数M
	正多边形的边数N
	正多边形的面积S

	1
	6
	2.598076211

	2
	12
	3

	3
	24
	3.105828541

	4
	48
	3.132628613

	5
	96
	3.139350203

	6
	192
	3.141031951

	7
	384
	3.141452472

	8
	768
	3.141557608

	9
	1536
	3.141583892

	10
	3072
	3.141590463


我们知道，随着分割次数的不断增大，结果会越来越逼近单位圆的面积，也就是的近似值．如果精确到小数点后2位，即3.14至少要做6次分割；

如果精确到小数点后5位，即3.14159至少要做10次分割；

如果精确到小数点后7位，即3.1415926至少要做多少次分割呢？（13次）

〖小结〗

通过今天的学习，我们体验了算法在数列问题中是如何应用的，也得到一些启示：

1、算法是什么？ 解决一类问题的通用方法

2、算法有何用？ 只要有数列的递推公式，我们就可以求到任意一个数列的任意一项
3、算法怎么写？ 把问题的解决条理化，循环赋值是递推算法中最基本的结构

〖作业〗

 1．在数列{an}中，
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求使不等式
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成立的最小正整数n的值．
 2．通过互联网搜索，历史上还有哪些计算圆周率的方法，找出其中的数列递推公式，
尝试设计相应的算法并实践一下．
【设计说明】

研究递推数列的算法是本节课的一个重点，用学生非常熟悉的问题为载体来讲解算法的有关知识，强调了提供典型实例，使学生经历算法设计的全过程，在解决具体问题的过程中学习一些基本逻辑结构，学会有条理地思考问题、表达算法，并能将解决问题的过程整理成算法语言．为了能在计算器上实现，还锻炼了将自然语言翻译成程序语言的能力．总的来说，通过案例引导学生理解相应内容所反映的数学思想与数学方法，从而体会案例中蕴含的算法思想，化解分析问题，并利用算法解决具体问题这一难点．

例1以及变式的设计目的就是要引出递推算法，当我们利用通项公式求项很困难时，利用递推算法逐个求项则是从数列递推思想本质出发的方法．由于机器重复运算是它的优势，有了它的帮助，计算不再是解决问题的屏障．
例2的设计目的是要强调递推公式在递推算法中的重要性。让学生明白只要有了递推公式，任意数列的任意一项都可以求出来。这个例题选用几何模型，也是起到一个承前启后的作用。
例3的设计目的是要渗透算法的文化内涵，向学生指明，我国古代数学的发展“寓理于算”，不同于西方数学，在今天看来仍然有很大的优越性。算法是我国古代数学家留给我们的一笔宝贵的财富，得益于现代技术的运用，我们能够继承和发扬这种朴实却不平凡的思想方法。
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