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缘起

2013年1月，区教研员通知

台湾中原大学教授和学生来北京交流

要求

• 使用图形计算器

• 体现大陆课程改革的思想



我与TI

• 2011年开始接触 卡西欧 TI92 TI-Nspire
操作手册

现场及在线培训

QQ群

别人公开课

• 2012年11月26日 区级公开课

抛物线一个几何性质的探究



TI的特色

• 几何绘图系统

• 符号代数系统

• 数据处理系统

• 程序运行系统

• 无线课堂系统

• 各模块的融合

• 便携特点，从教具到学具

 几何画板 GeoGebra

 matlab Lingo 

 C  C++ JAVA

 Excel  mysql



课程改革

• 发现模式

创设情境→分析探究→猜想假设→论证评价

• 突出“探究”和“猜想”

• 对人类已知知识再发现、再创造的过程

• 数学实验



选题的想法

• 重要的内容

• 不用信息技术很
难说清楚

• 比较自然的开展
探究过程

• 蕴含丰富的数学
思想

导数概念
三次函数的性质
优化问题与函数的最值
……



选题的想法

• 重要的内容

• 不用信息技术很
难说清楚

• 比较自然的开展
探究过程

• 蕴含丰富的数学
思想

导数概念
三次函数的性质
优化问题与函数的最值
……

微积分基本定理



定积分几何意义

 𝒇 𝒙 𝐝𝒙
𝒃

𝒂

 



定积分的定义:
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当 n 时，上述和式无限接近某个常数，这个常数叫做

函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上的定积分：  
 



微积分基本定理

定理：如果函数𝒇 𝒙 是[𝒂,𝒃]上的连续函数，并且

𝑭′ 𝒙 = 𝒇 𝒙 （称满足这一个关系的𝑭 𝒙 为𝒇 𝒙 的原函

数），则 

 𝒇 𝒙 𝐝𝒙 = 𝑭 𝒙 |𝒂
𝒃 = 𝑭 𝒃 − 𝑭(𝒂)

𝒃

𝒂

 

该定理称为微积分基本定理。 
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为什么是它

• 在数学上有很重要的地位

• 真实的研究历程比较清楚

• 比较难理解

• 高考

• 传统的讲法

• 能否让学生自己通过数学实验探究出来？！



本质:变上限函数

我们要求解定积分 𝒙𝟐𝐝𝒙
𝒃

𝟎
，由图象可知，对

每一个 b∈ 𝑹，存在唯一确定的值𝐒 =  𝒙𝟐𝐝𝐱
𝒃

𝟎
与

之对应，因此这可以看成一个函数𝑺 = 𝑭(𝒃)。

我们如何研究这个函数呢？由于对每个确定的

𝒃，应用定义我们可以得到𝑺 =  𝒙𝟐𝐝𝐱
𝒃

𝟎
的近似

值，因此通过画散点图我们观察一下它的图象。 

 



画图并观察数据变化



表格呈现数据



画散点图



拟合



观察拟合程度



猜想结论

通过上述实验，我们发现数据是完全拟合，因此得到如下函

数关系： 

𝐒 =
𝟏

𝟑
𝒃𝟑 

考虑到𝐒 =  𝒙𝟐𝐝𝒙
𝒃

𝟎
，所以我们得到 

 𝒙𝟐𝐝𝒙 =
𝟏

𝟑
𝒃𝟑

𝒃

𝟎

 

当积分下限𝒂变化时，有如下结论 

 𝒙𝟐𝐝𝒙 =
𝟏

𝟑
𝒃𝟑 −

𝟏

𝟑
𝒂𝟑

𝒃

𝒂

 

 



教学目标

• 了解微积分基本定理的内容，能结合物理意义了解
微积分基本定理的“证明”，会用微积分基本定理
求简单的定积分。

• 通过探究定积分对积分上限变化的依赖关系，经历
定理的发现过程，培养分析问题、解决问题的能力，
体会从局部到整体，从具体到一般的研究问题方法。

• 通过建立微分与定积分之间的联系，体会微积分基
本定理的威力，体会“以直代曲”、“无限逼近”
的思想。



重难点

• 教学重点

探究和了解微积分基本定理的含义，初步
运用基本定理计算简单的定积分。

• 教学难点

了解微积分基本定理的含义



教学过程

一、课题引入
二、新课探究

（一）问题提出
（二）思路分析
（三）实验过程
（四）形成猜想
（五）解释猜想
（六）形成命题
（七）定理应用

三、归纳小结
四、课后作业



一、课题引入

问题一:如何用定义计算 
𝟏

𝒙
𝐝𝐱

𝒃

𝟏
?  

设计意图：引起认知冲突，激发寻求计算定积分新

方法的认知需求。 
 



取𝒃 = 𝟐，计算 
𝟏

𝒙
𝐝𝐱

𝟐

𝟏
 

用定义的“四步曲”(分割、近似代替、求和、取极限)求

解 
𝟏

𝒙
𝐝𝐱

𝟐

𝟏
，当运算到“求和”时，就会发现，这个和

𝟏

𝒏
+

𝟏

𝒏+𝟏
+

𝟏

𝒏+𝟐
+ ⋯ +

𝟏

𝟐𝒏−𝟏
是求不出来的 

引入教材上是由
2
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思路分析

 

𝑺 = 𝑭 𝒃 =  
𝟏

𝒙
𝐝𝐱（𝒃 > 𝟎

𝒃

𝟏

） 

由于对每个确定的𝒃，如何得到𝑺 =  
𝟏

𝒙
𝐝𝐱

𝒃

𝟏
的近似

值？ 

 



TI自带的功能



TI自带的功能

会有什么
问题？
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从拟合结果的比较我们可以看出对数函数的拟合

效果最好，是完全拟合，因此我们猜想𝑺 = 𝑭(𝒃)的解

析式可以用初等函数表示为 

𝑭 𝒃 =  
𝟏

𝒙
𝐝𝒙 = 𝐥𝐧 𝒃

𝒃

𝟏

(𝒃 > 𝟎) 

 



从拟合结果的比较我们可以看出对数函数的拟合

效果最好，是完全拟合，因此我们猜想𝑺 = 𝑭(𝒃)的解

析式可以用初等函数表示为 

𝑭 𝒃 =  
𝟏

𝒙
𝐝𝒙 = 𝐥𝐧 𝒃

𝒃

𝟏

(𝒃 > 𝟎) 

 

为计算 
𝟏

𝒙
𝐝𝐱

𝒃

𝒂
，是否要对积分下限 a进行归纳？ 



更进一步，由定积分性质可以得到： 

 
𝟏

𝒙
𝐝𝒙 =  

𝟏

𝒙
𝐝𝒙 −  

𝟏

𝒙
𝐝𝒙 =

𝒂

𝟏

𝒃

𝟏

𝐥𝐧 𝒃 − 𝐥𝐧𝒂
𝒃

𝒂

(𝒃 > 0, 𝑎 > 0) 

这样我们得到反比例函数的积分公式，由此公式我们可以

方便的计算出反比例函数在𝒙轴正半轴任一闭区间上的定

积分。 



（二）新课探究

（一）问题提出： 

由问题一出发，你能提出更一般性的问题吗？ 
 



问题二：对一般函数𝒇 𝒙 ，固定积分下限，

使积分上限变化得到的函数 

𝑭 𝒃 =  𝒇 𝒙 𝐝𝒙，(其中𝒄为常数)
𝒃

𝐜

 

可不可以用初等函数表示？ 
 



如果这一问题得到解决，由定积分性质： 

 𝒇 𝒙 𝐝𝒙 +
𝒂

𝐜

 𝒇 𝒙 𝐝𝒙 =
𝒃

𝒂

 𝒇 𝒙 𝐝𝒙
𝒃

𝒄

 

有： 

 𝒇 𝒙 𝐝𝒙 =
𝒃

𝒂

 𝒇 𝒙 𝐝𝒙 −  𝒇 𝒙 𝐝𝒙
𝒂

𝒄

𝒃

𝒄

 

我们实际上相当于给出一般函数的积分公式。 

 𝒇 𝒙 𝐝𝒙 = 𝑭 𝒃 − 𝑭(𝒂)
𝒃

𝒂

 

 



 
1

𝑏 1

𝑥
𝑑𝑥 = ln𝑏  𝑏 > 0 

 
𝑎

𝑏 1

𝑥
𝑑𝑥 = ln𝑏 − ln𝑎  𝑎, 𝑏 > 0 

𝐹 𝑏 =  
1

𝑏 1

𝑥
𝑑𝑥  𝑏 > 0 

𝐹 𝑏 = ln𝑏  𝑏 > 0 

 
𝑐

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹 𝑏  𝑏 ∈ A 

 
𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹 𝑏 − 𝐹 𝑎  𝑎, 𝑏 ∈ A 

𝐹 𝑏 =  𝑐
𝑏
𝑓 𝑥 𝑑𝑥  𝑏 ∈A, c为常数 

𝐹 𝑏 有初等函数表示的解析式



（二）思路分析： 

问题三：为解决问题二，可以从哪方面入手？ 

学生活动：小组讨论并汇报思路。 

对于常函数和一次函数，由定积分的几何性质，

我们之前已经得到如下的简单公式： 

 𝐂𝐝𝒙 = 𝐂(𝒃 − 𝒂)
𝒃

𝒂

 

 𝒙𝐝𝒙 =
𝟏

𝟐
(𝒃𝟐 − 𝒂𝟐)

𝒃

𝒂

 

 







一种想法



对其他初等函数，例如最简单最熟悉的𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐的

积分，可以完成类似于问题一的实验：令积分下限固定，

例如𝒂 = 𝟎，考虑函数𝐒 = 𝑭(𝒃) =  𝒙𝟐𝐝𝒙
𝒃

𝟎
的初等函数表

示。更进一步，通过对不同的被积函数进行实验，归纳

和猜想一般结论。 
 



（三）实验过程： 

学生活动：各小组选取不同的被积函数进行实验，并填

写实验报告册，实验结束后汇报实验结果。 



（四）形成猜想 

问题四：对比各小组的实验结果，你能归纳猜想出一般结

论吗？ 

学生活动：小组讨论并猜想一般结论。 

被积函数 积分公式 

三次函数  

正弦函数  

余弦函数  

指数函数  

反比例函数  
 



猜想 1:对满足一定性质的函数𝒇 𝒙 ,存在函数𝑭 𝒙 ，有 

 𝒇 𝒙 𝐝𝒙 = 𝑭 𝒃 − 𝑭(𝒂)
𝒃

𝒂
 

追问：函数𝒇 𝒙 和函数𝑭 𝒙 之间有什么关系？ 
 



（五）解释猜想 

问题五：以变速直线运动为例，如何理解猜想 1？ 

小问题： 

（1）如果做直线运动的物体的运动规律是𝒚 = 𝒚(𝒕)，

如何表示物体在[𝒂, 𝒃]内的位移𝒔？ 

（2）物体在时刻𝒕的速度如何表示？ 

（3）如何用𝒗(𝒕)]表示物体在[𝒂, 𝒃]内的位移𝒔? 

 







（六）形成命题 

定理：如果函数𝒇 𝒙 是[𝒂,𝒃]上的连续函数，并且

𝑭′ 𝒙 = 𝒇 𝒙 （称满足这一个关系的𝑭 𝒙 为𝒇 𝒙 的原函

数），则 

 𝒇 𝒙 𝐝𝒙 = 𝑭 𝒙 |𝒂
𝒃 = 𝑭 𝒃 − 𝑭(𝒂)

𝒃

𝒂

 

该定理称为微积分基本定理。 
 



对定理地位的评论

“17 世纪的前半叶是微积分学的酝酿时期，观念在摸

索中，计算是个别的，应用也是个别的。而后戈特弗里德·威

廉·莱布尼茨和艾萨克·牛顿两人几乎同时使微积分观念成

熟，澄清微、积分之间的关系，使计算系统化，并且把微积

分大规模使用到几何与物理研究上”（来自维基百科），因此

这个公式也称为牛顿—莱布尼兹公式。 
 



它指出了求连续函数定积分的一般方法，把求定积分的

问题，转化成求原函数的问题，使得导数与定积分之间，更

进一步微分学与积分学之间建立联系，并发展成为微积分学。

微积分学的发展与应用几乎影响了现代生活的所有领域。它

与大部分科学分支关系密切，特别是物理学；经济学亦经常

会用到微积分学。几乎所有现代技术，如建筑、 航空等都以

微积分学作为基本数学工具。 
 



（七）定理应用： 

例 1．计算下列定积分： 

（1）

2

1

1
dx

x ；   

（2）

3

21

1
(2 )x dx

x
 。 

 



教学追求

• 更有意义

• 更求本质

• 更加融合
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信息技术



更有意义的数学

对学生长期发展的意义

• 计算定积分的一种有效方法

• 研究问题的一般方法，包括特殊到一般的
思想，研究变量之间关系的一般方法，统
计方法的应用，编程的意识等



更有意义的数学学习过程

• “一有想法就试试看”

• 直接自然的思路，避免过分技巧化

• “可操作”、“可视化”

• 即时互动、共同学习的环境

• 课堂生成的教学资源



设计更有效的探究活动

• 在活动中培养学生提出问题、分析问题、
解决问题的能力，发展数学思维能力

• 强大的信息技术支持有利于设计和实施过
去课堂中完全做不到的数学实验。



与现实更加紧密的结合

• 扩展教学中可作为研究事例的范围

• 现实发生、包含复杂数据的问题

• 更为复杂和现实的方式模拟情境和问题

• 研究的问题更加贴近生活、生产实际，使
解答更加具有实际意义



更求本质的数学

追求对数学本质的理解

• 技术代替手工进行冗长而复杂的计算

• 学生能将注意力集中在理解数学的概念，
体会数学的思想，选择解决问题更有效的
方法和策略的研究上，设计更优的算法，

• 从砖瓦匠到设计师。



降低计算能力在数学理解中的作用

• 对那些在运算技巧上有困难的学生提供切
实帮助

• 很多学生知道用什么概念、原理解题，但
他们往往因为运算的问题而止步不前；



评价体系的导向作用

下图是某市 3 月 1 日至 14 日的空气质量指数趋势图，空气质量指数小于 100 表

示空气质量优良，空气质量指数大于 200 表示空气重度污染．某人随机选择 3 月 1

日至 3 月 15 日中的某一天到达该市，并停留 2 天． 

 
（Ⅲ）由图判断从哪天开始连续三天的空气质量指数方差最大？（结论不要求

证明） 
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中山市2012—2013学年度第二学期期末统一考试高
二数学试卷



更加融合的数学

为数学学习提供“应用套件”，形成数据、

图形、方程、模型（函数）、程序等的联
动，真正实现代数、几何、数据处理等不
同数学分支的融合，允许学生同时运用不
同的数学表达来进行数学探索，为有不同
认知风格、不同表达习惯的学生提供数学
理解的机会；



机遇和挑战

• 一方面，为教师设计教学提供了更多样化
的途径，更丰富的教学资源；

• 另一方面，也需要形成合力，共同对教学
整合中应当遵循的原则、运用的方法等开
展深入研究，开发大量教学案例、课件等，
建设更多的、恰当的教学资源。



谢谢！
• 赵存宇

• 北京市第八十中学

• 15120094952

• 15120094952@139.com

















• 问题解决

• 提出问题→分析问题→解决问题→理性归纳



（一）问题提出：过抛物线
2 2 ( 0)y px p 

的焦点 的弦为 , 1 1 2 2( , ), ( , )A x y B x y ,

探究变量 与 ， 与 2y 之间的关系. 
 

 

F AB

1x 2x
1y



（二）思路分析：对于两个变量，我们不知道他们之间

有什么样的关系，通过什么样的过程可以寻找他们之间

的关系呢？ 

实验观察——获取数据——分析数据——猜想结论——

验证和证明 
 



（三）实验过程： 

以一个具体的抛物线为例进行实

验。 
 



（四）形成猜想 

从实验过程我们发现数据是完全拟合，因

此两个变量之间是函数关系，由此得到两

个横坐标乘积为定值，对一般的抛物线有

类似的规律吗？如何表述这一数学结论？ 

猜想 1:过抛物线 的焦点 的弦

为 AB , ,则有

2
2

1 2 1 2,
4

p
y y p x x    

 是定值, 1 2y y

也是定值. 

 
 

2 2 ( 0)y px p  F

1 1 2 2( , ), ( , )A x y B x y



（五）证明猜想

（1）代数证明:



机器证明



（六）形成命题 

命题 1 过抛物线 )0(22  ppxy 的焦点 F 的弦为

AB , ),(),,( 2211 yxByxA ，则有 

 

2
2

1 2 1 2,
4

p
y y p x x    

. 
 



环节二 

问题二:你觉得上述结论可以做怎样的推广？ 

猜想 2:过点 ( ,0) ( 0)t t  的直线交抛物线
2 2 ( 0)y px p  于

),(),,( 2211 yxByxA 两点，

2
2

1 2 1 2,
4

p
y y p x x     和 1 2y y 是定值吗？若是请求出，

不是请说明理由． 
 


