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数学解题思维中的图形计算器参与一例 

                 ——对一道高考题的延伸探究 

   200063  上海市普陀区教育学院中学教研室   刘达 

 

2004 年的上海市数学高考试题依然延续了能力立意的原则，再次涌现了一些值得教师

深入研究的新题。笔者在解答今年上海高考理科试卷第 20 题的同时，自己的思维也不断被

问题所激发。这里，仅将本人的一些探究写下来，与各位分享“边解题，边联想”的点滴收

获。 
原题是这样叙述的： 
已知二次函数 y=f1(x)的图象以原点为顶点且过点(1,1)，反比例函数 y=f2(x)的图象与直

线 y=x 的两个交点间距离为 8，f(x)= f1(x)+ f2(x). 
(1) 求函数 f(x)的表达式； 
(2) 证明:当 a>3 时，关于 x 的方程 f(x)= f(a) 有三个实数解. 

    本题的第一小题难度不大，只需由题设解出相应参数的值就可以最终确定函数 ( )f x 的

表达式，经解得
2 8( )f x x

x
= + 。 

在解决第二小题时，也许是出于一个数学教师对这个问题的认识，我首先意识到关于 x

的方程 ( ) ( )f x f a= 必定会有一个解，即 x a= ，于是自然地想到了将方程 ( ) ( ) 0f x f a− =

左侧的表达式进行因式分解，以后的解题思路与高考评分标准的证明方法二类似。 

【分析思路一】由 ( ) ( )f x f a= 得(x－a)(x+a－
ax
8

)=0,可知方程的一个解 x1=a. 方程

x+a－
ax
8

=0 可化为 ax2+a2x－8=0。首先分析△=a4+32a，由于 3a > ，所以 0∆ > 。解到此

处，尚不能确定方程一定有三个不同的实数解，需要进一步分析方程 ax2+a2x－8=0 的两个

解   x2=
a

aaa
2

3242 +−−
和 x3=

a
aaa

2
3242 ++−

与 1x a= 在题目条件下互不相等。于

是进一步分析，由于 2 3
8 0x x
a

⋅ = − < 所以只有正根
a

aaa
2

3242 ++−
可能等于 a ，假设

a=
a

aaa
2

3242 ++−
，则有 3a2= aa 324 + ，推出 a4=4a⇒ a=0 或 a= 3 4 ,这与 a>3 矛盾。

所以，原方程必有三个不同的实数解。 
刚完成解答时我感觉此题虽然有些细节学生不容易把握，但总体而言应当难度不大，然

而学生是否能很快意识到 x a= 呢？回顾本题所要研究的方程 x2+
x
8

= 2a +
a
8
，它其实等价于

一个三次方程，在高三学生的数学学习经历中，很少接触到三次方程求解的问题。刚才的证

法，学生可依托的经验也许只有高中《复数初步》章节对于实系数一元多项式方程在复数范

围内的根的个数研究。需要指出的是，以上这种解题方法考查的是高中数学常用思想方法中
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“函数与方程”思想的灵活运用能力。由于缺少解题的经验，事实上这种解法对于多数的高

三学生来说是不容易想到的。 
当然，本题第二小题要求我们研究方程的解的个数，它其实又给了我们一个运用“数形

结合”思想方法解题的思维空间。我们可将 ( ) ( )f x f a= 移项变形，得
2 28 8x a

x a
= − + + ，

在同一个坐标平面内作出函数
2

1( )g x x= 和
2

2
8 8( )g x a
x a

= − + + 的图像，然后研究两者图

像交点的个数。（当然， ( ) ( )f x f a= 也可以移项变形得
x
8

=－x2+a2+
a
8
，类似的研究两个函

数图像的交点.） 

（图 1） 

【分析思路二】图 1 是借助了图形计算器作出的当 4a = 时两个函数 1( )g x 和 2 ( )g x 在

同一坐标系内的图像（当然它们的草图也不难画出）。我们知道函数 2 ( )g x 中的参数 a 对图

像的影响只是上下平移，由草图我们可知，在 3a > 的前提下，只需确定函数 1( )g x 和 2 ( )g x

在第一象限的图像有两个不同的交点即可。当 2x = 时， 1(2) 4g = ，
2

2
8(2) 4g a
a

= − + + ，

由 2 13 (2) 5 (2)a g g> ⇒ > > 。又当 x →+∞时
2 2

2 1
8 8 8( ) ( )g x a a g x
x a a

= − + + < + < ；当

0x → 时， 2 1( ) 0 ( )g x g x< < 。综上可知，函数 1( )g x 和 2 ( )g x 的图像在第一象限必有两个

不同的交点。 
从评分标准来看，这种解法虽然思路比较明确，但在“为何第一象限有两个交点”的说

理表达方面要求不低，许多学生在这里并不容易表述清楚。由此看来，仅就如何严谨的表达

证明思路，本题也不失为今后教学中一个良好的范例。 
随着解题的深入，一系列新的问题也开始逐渐显现，例如： 
（1）对于第二小题所要证明的命题， 3a > 是否为结论的充要条件？若不是，那么该

方程有三个实数解的充要条件是什么？ 

（2）证明方法一中最后所得到的 3 4a = 究竟有什么意义？ 

（3）函数
2 8( )f x x

x
= + 的图像是什么？如果能够确定，那么我们不就可以通过研究

函数 ( )f x 的图像与常值函数
2 8y a

a
= + 的交点个数来证明本题？ 

为此，我继续作了一番延伸探究。其实，以上三个问题本质上是有关联的。为了尽快满

足我对函数
2 8( )f x x

x
= + 的图像的“好奇心”，我拿出了图形计算器作出了函数
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2 8( )f x x
x

= + 的部分图像（如图 2）。由此猜想：函数
2 8( )f x x

x
= + 在区间 ( ),0−∞ 单调递

减，而在区间 ( )0,+∞ 有且仅有一个极值点。证明如下： 

（图 2）        （图 3） 

令
3 3

2

8( ) 2 0 4 4f x x x x
x

′ = − = ⇒ = ⇒ = ， 

且
3 3

2

8( ) 2 0 4 4f x x x x
x

′ = − > ⇒ > ⇒ > ； 

3
2

8( ) 2 0 4f x x x
x

′ = − < ⇒ < ( ) ( )3,0 0, 4x⇒ ∈ −∞ U ， 由 此 可 得 3 4x = 是 函 数

2 8( )f x x
x

= + 的极值点，函数在区间 ( ),0−∞ 和 ( 30, 4⎤⎦递减，在区间 )3 4,⎡ +∞⎣ 递增。当

然，函数
2 8( )f x x

x
= + 的极值点我们也可以采用初等方法得到：当 0x > 时，

2
2 2 3 38 4 4 3 16 3 4x x

x x x
+ = + + ≥ = ⋅ ，当且仅当

2 34 4x x
x

= ⇒ = 时等号成立。 

从
2 8( )f x x

x
= + 的图像我们不难发现，当

2
3 3( ) ( 4) 3 4f a f= = ⋅ 时，我们可由关于 a 的

方 程 ( )3 3
3

84 4 0
4

a a
a

⎛ ⎞− + − =⎜ ⎟⋅⎝ ⎠
得 到 其 中 一 个 解 是 3 4a = ， 另 一 解 可 由

1
1 23

23 3 38 44 0 4 2 4 0a a a
a

−
⋅

+ − = ⇒ + − ⋅ = 3 4a⇒ = 或 32 4 3.174802a = − ⋅ ≈ − （如图

3）得到。结合图像我们发现， 3a > 的确只是命题中的“方程 ( ) ( )f x f a= 有三个实数解”

的一个充分条件，而充要条件应为“ 3( ) ( 4)f a f> ”亦即“ 0a > 且 3 4a ≠ 或 32 4a < − ⋅ ”。

因此，本文的第一种解决方法中其实暗示了我们，当 0a > 时，方程 ( ) ( )f x f a= 只有当

3 4a = 时出现重根 3 4x = ，此外必有三个不同的实数解。 

在解决了这番疑问之后，我不禁有两点体会： 
第一是感到这次探究归功于图形计算器的应用给我带来的启发。尽管上海的高考暂不允

许使用图形计算器，不论是函数型计算器还是图形计算器，数学问题的解决关键还是需要着

眼于能否选择正确有效的解题策略。在技术的支持下，我们获得的是更多发现问题的契机。

就以这道高考题而言，无论是应用“函数与方程”的思想还是“数形结合”的思想，思维的
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核心作用并不会因计算器的出现而被削弱，尽管也许使用图形计算器会产生解答细节或评分

标准上的差别，但本题的能力考查目标依然能够实现。 
另外，一个好的数学问题背后往往蕴含着广阔的思维空间，中学数学的课程改革提倡让

学生在学习中经历数学探究的过程、领悟数学的思想方法。作为一个数学教师，在高考题研

究过程中，如果都能少花一份精力去设计模拟训练题，多花些精力去引导学生与我们一同体

验数学思维的乐趣。那么，无论是我们自己还是我们的学生，恐怕都会更快乐些吧。 


