Tema: Opcional TI-Nspire CX II-T

Tapico: Primitivas imediatas e integrais definidos
AEs - MATA - 122 pg. &1

Subtdpica: Areas de figuras por gréficos de fungéo

def integral aproximado(f,a,b,N):
dt=(b-a) /N
soma=0
for k in range(N):
soma+=f (a+k*dt+dt/2)
return dt*soma

def £(x):
import math
return math.exp (x)/x
a=1
b=5
N=20
for d in range(10):
N=2*N
I=integral aproximado(f,a,b,N)
print('Com N=',/N,' o integral aproximado da: ',6I)

Editar Python na Tl-nspire CX II-T

Ligue a sua calculadora e crie um novo documento.
Escolha uma pagina de Python:
(menu](A] Adicionar Python - (1] Novo.

Coloque um nome a sua escolha, de seguida, prime em .
Abre-se uma pagina vazia, que é o editor de Python da calculadora/tecnologia TI-Nspire CX II-T, onde deve escrever o codigo.

1 Adicionar Calculadora )
2 Adicionar Gréficos E nome_que_quiser_py 1M
3 Adicionar Geometria Novo
B 4 Adicionar Listas e Folha de Calculo Note:
f) 5 Adicionar Dados e Estatistica r -
[5] 6 Adicionar Notas Lnome_que_guiser |
7 Adicionar Vernier DataQuest™ Tipo:
& 8 Adicionar Widget | Programa em branco | » |
9 Adicionar Editor de programas oK Cancelar
2 Abrir...
3 Shell

|.  Dada uma fungéo, como aproximar o valor do integral definido num intervalo [a, b]?

Para calcular a aproximacdo do integral de uma fun¢do num intervalo pretendido, um dos métodos numéricos usados é o

gue aproxima o valor de um integral por areas de retangulos, a Regra do Ponto Médio, que segue o seguinte algoritmo:

(1) Recebe a funcdo £, os extremos do intervalo pretendido, a e b, e 0 nimero N de vezes que se pretende dividir o
intervalo inicial em intervalos adjacentes com a mesma amplitude;

(2) Divide o intervalo inicial em N subintervalos iguais e adjacentes, com a mesma amplitude, (b-a) /N=dt;

(3) Em cada subintervalo, calcula o valor central (“ponto médio”);

(4) Calcula aimagem, pela funcdo, de cada um desses valores centrais, obtidos anteriormente.

(5) Calcula a area de cada retdngulo multiplicando o valor obtido em (4) pela largura do subintervalo, dt.

(6) A soma dos valores obtidos em (5) , que calcularas de forma aditiva. € um valor aproximado do integral em questao, o
qual sera imprimido.
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Obviamente, que a medida que se aumenta o nimero de subintervalos (N), melhor sera a aproximacado obtida. Por exemplo,
ao duplicar sucessivamente o nimero de subintervalos (que é o que se sucede no programa Python apresentado), a largura
de cada divisdo diminui, permitindo obter aproximacgdes cada vez melhores do integral definido.

Antes de se apresentar a construgao do programa em linguagem Python, observe-se uma ideia grafica do programa, que
favorece a compreensdo do mesmo.

. .. . . 5e* .
No programa apresentado nas Aprendizagens Essenciais, o integral a ser aproximado, I, fl 7dx. Com isto, pretende-se

X
calcular a area sob o gréfico da fungdo £, definida por f(x) = e?, no 12 quadrante, entre a e b, ou seja, em [1,5].

. . . r5¢e*¥
Para o exemplo, considere-se que o integral a calcular é fl 7dx, comN =5:

Assim,f(x)=67x,a=1eb=5eN=4:

327

(1) O intervalo [1,5] é divido em 4 subintervalos, cada um

. 5-1 4
com um comprimento dt = . 1;

(2) Em cada intervalo, é calculado o seu valor central;

(3) Em cada ponto médio, é calculado o valor na func¢do;

(4) Para cada valor calculado no passo anterior, multiplica-se
por dt, de modo a calcular a area de cada um dos
retangulos; .

(5) Adicionam-se as medidas das areas obtidas anteriormente e obtém-se, assim, um valor
aproximado do integral em quest3o:

I =~ 2,988 + 4,873 + 9,462 + 20,004 = 37,327

X
De facto, o valor do integral em questao é: flse?dx =~ 38,2902.

28.20016

05 1 H

Uma melhor aproximacgdo ocorre quando se aumenta o numero de subintervalos para, por exemplo, o dobro:

N=8—>dt:E=f=0.5
8 8
Intervalo Ponto médio Fungdo f (3 c.d.) Area do retangulo
[1;1,5] 1,25 2,792 2,792 x dt = 2,792 x 0,5 = 1,396
[1,5; 2] 1,75 3,288 3,288 x dt = 3,288 x 0,5 = 1,644
[2;2,5] 2,25 4,217 4,217 x dt = 4,217 x 0,5 = 2,109
[2,5; 3] 2,75 5,688 5,688 x dt = 5,688 x 0,5 = 2.844
[3;3,5] 3,25 7,935 7,935 x dt = 7,935 x 0,5 = 3,968
[3,5; 4] 3,75 11,339 11,339 x dt = 11,339 x 0,5 = 5,670
[4;4,5] 4,25 16,495 16,495 x dt = 16,495 x 0,5 = 8,243
[4,5; 5] 4,75 24,334 24,334 x dt = 24,334 x 0,5 = 12,167
Valor aproximado do integral 38,039
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I. Para se conseguir obter um valor aproximado de um integral definido para qualquer funcdo e em qualquer intervalo,
pode definir-se uma funcdo em Python, designando-se, por exemplo, por integral aproximado.
Esta fungdo ird receber quatro parametros:
e f —afuncdo que se pretende integrar;
e a — limite inferior do intervalo;
e b —limite superior do intervalo;

e N-numero de subintervalos adjacentes e de igual amplitude em que sera dividido o intervalo [a,b].

Esta “funcdo” é semelhante ao que noutras linguagens de programacdo se chama de

subrotina, ou seja, uma secgao de cddigo que é ativada a partir de linhas de cddigo ; ; Eigiztar
subsequentes. Esta estrutura é bastante util, por exemplo, quando no El 3 Editar
. ~ ~ . i LR def function(:  ERiMplefelE
programa se precisa de fazer algumas vezes as a¢des que nela estdo previstas 75 12 retumn ) Controlo »
@ 6 Aleatério 3 Ops
7 Tl PlotLib 4 Listas >
Para obter esta estrutura, caso conhega a sintaxe, podera escrever com o teclado, mas | & TiHub 5 Tipo »
pode também obter através do menu: ¥ 9 Tl Rover eve. *
& A Mais maodulos »
[menu][4] Planos integrados — (1) funcées — (1] def function(): wr B Variaveis ’

Obtida a estrutura, € necessario preencher os campos em falta. A funcdo, chamada [ *aE_pai1.py 2042

de integral_aproximado, é uma funcdo que recebe quatro argumentos: def integral_aproximado(f,a,b,N):

def integral_aproximado (f,a,b,N):

Il. Perante o intervalo recebido, [a,b], este é dividido em N subintervalos com a
mesma amplitude.

@ *AE_pdl.py
def integral_aproximadoif,a,b,MN):
dit=(h—a)/N

Cada subintervalo possui a amplitude, designada por dt: dt = b;]—a

Assim, é necessario, acrescentar a seguinte linha de cédigo:
dt=(b-a)/N

Anteriormente, foi referido que as medidas das areas dos retangulos sdo
adicionadas no final. No entanto, uma vez que todos os retangulos tém a
mesma “base”, de comprimento (dt), ndo é necessario calcular
separadamente a area de cada um.

Assim, o programa comeca por adicionar as “alturas” dos retangulos, que
correspondem aos valores da fun¢do nos valores centrais de cada
subintervalo. No fim, essa soma é multiplicada por (dt), obtendo-se, desta
forma, a aproximacdo do integral definido.

2.988 1 !

lll. Deste modo, é criada uma varidvel designada por soma, que ird armazenar a soma

B *AE_p41.py 5/31
dos valores da fungdo avaliados nos valores centrais de cada subintervalo (ou seja, defdint?gra;_aproximado(f,a,b,N):
t=(b—a)/
onde sdo acumuladas as alturas dos retangulos). soma=0

Inicialmente a varidavel soma comecga em zero para que ocorra um processo aditivo
recorrente.

soma=0
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IV. Inicialmente, o intervalo [a,b] foi dividido em N subintervalos com igual

amplitude.

Perante isto, é necessario calcular o valor da fungao no ponto médio de cada um
desses subintervalos. Para evitar escrever o mesmo conjunto de instru¢gdes N
vezes, utiliza-se um ciclo de repetigao for:

for k in range(N):

onde k irad identificar uma espécie de ordem do subintervalo, iniciada em 0, que
estd a ser analisado, assumindo sucessivamente os valores 0,1,2, ...,N — 1

A *AE_pdl.py

def integral_aproximado(f,a,b,M):
dt=(h-a)/N
soma=0
for k in range(N):

Para obter esta linha de cddigo pode-se utilizar o teclado. Contudo, pode-se também recorrer ao menu para obter as linhas

de cddigo, a completar com os elementos especificos.

(menu](4] Planos integrados — [2] Controlo — (4] for index in range(size):

P 2 Executar » 57 P 2 Executar
B2 3 Editar ’ 1 i
1. 4 Planos integrades 1 funcdes # 2 !f..ellse..
V% 5 Matemdtica > elitelse.
@6 Aleatdrio 3 Ops b 4 for index in range(size):
. 4 Listas » 5 forindex in range(start, stop):
é ; E Elott)le 5 Tipo » 6 forindex in range(start, stop, step):
=9 T szer 5 110 » 7 forindex in list:
- 8 while..
& A Mais médulos » .
9 elif:
var B Variaveis » A else:

1116

‘es simulg

V. Para se determinar o valor central de cada um dos N subintervalos em que o

intervalo [a, b] foi dividido, utiliza-se a seguinte expressdo:
dt
a+kxdt+ 7

Isto é, para se determinar o valor central do (k + 1)-ésimo subintervalo, “parte-
se” do extremo inferior do intervalo, a, e adiciona-se metade da amplitude dos
subintervalos para obter o valor central do primeiro. A partir dai, obtém-se os
restantes valores centrais adicionando-se sucessivamente a amplitude de cada
subintervalo (dt), k — 1 vezes, até ao valor central do intervalo [b — dt, b].

No final do ciclo, a varidvel soma contém

f5) +£(2,5) + f(3,5) + f(4,5)

isto é, a soma dos valores da fungdo em todos os pontos médios.

Assim, a linha de cddigo que permitira obter a soma dos valores da fun¢do nos

valores centrais referidos é soma = soma + f(a+k*dt+dt/2).

Em Python, esta soma pode ser escrita recorrendo ao operador de atribuicdo com
adicdo (+=), que permite, em cada passagem de ciclo, adicionar um novo valor ao
conteudo atual da variavel soma, substituindo o seu valor pelo resultado dessa
adicao:

soma += f(a+k*dt+dt/2)

No exemplo anterior:
e Sek =0, entdo o ponto médio
a considerar é

1+0 1+1 > 1,5
X —_—= ==
2 2 ’

e Sek =1, entdo o ponto médio
a considerar é

1+1 1+1 > 2,5
X —_—— =
2 2 ’

e Se k = 3, entdo o ponto médio
a considerar é

[ *AE_pdl.py 6/29

def integral_aproximado(f,a,b,MN):
dt=(h—-a)/N
soma=0
for k in range(M):
soma+=fla+k*dt+du2)
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VI. Depois de concluido o ciclo, a variavel soma contém a soma de todas as “alturas”
dos retangulos.
Como referido anteriormente, todos os retdngulos possuem uma dimensdo
comum, de comprimento dt. Por isso, ndo é necessario calcular individualmente a
area de cada um, bastando multiplicar a soma das alturas pela dimensdo comum,
dt. Como esta drea é a aproximagao pretendida, tem-se que incluir a instrugdo
return, para devolver o valor em questao:

return dt*soma

VIl. O préximo passo é definir a fungdo f.
Para tal, devem escrever-se as seguintes linhas de cédigo:
def f(x):
import math

return math.exp(x)/x
Utiliza-se a instrugdo math. porque a fungdo exponencial ndo é uma operagdo ou
funcdo basica. Poderia evitar-se esta expressdo se se iniciasse o programa com a
biblioteca math.

VIIl. De modo a observar como a aproximacdo evolui a medida que o intervalo é dividido
em partes cada vez menores, surge a terceira, e lUltima, parte do programa.
Para tal, comeca-se por definir os valores iniciais necessarios: a, b e N:

a=1
b=5
N =20

IX. Depois de definidos os valores iniciais, inicia-se um ciclo for, que sera executado 10
vezes. O objetivo deste ciclo é calcular varias aproxima¢des do mesmo integral,
utilizando um nimero crescente de subintervalos. Reduzindo a amplitude de cada
um a metade de cada vez que é considerado um valor de N duplo do anterior.

for d in range(10):

A variadvel d, neste caso, funciona apenas como um contador do numero de
iteracOes realizadas e serve apenas para garantir que o processo é repetido dez
vezes.

X. No inicio de cada iteracdo, o numero de subintervalos é duplicado.
Embora inicialmente tenha sido definido que N = 20, na primeira passagem pelo
ciclo passaa N = 40.
Na segunda passagem, N = 80, seguindo-se 160, 320, 640, ...
Assim, deve-se incluir a seguinte linha de cédigo:

N =2N

A medida que N aumenta, cada subintervalo torna-se mais pequeno.
Consequentemente, os retangulos ajustam-se cada vez melhor ‘regido sob o grafico
da qual se pretende obter a area, pelo que se vdo obtendo valores do integral cada
vez mais precisas.

(B *AE_pi.py 623

def integral_aproximado(f,a,b,MN):
dt=(b-ayN
soma=0
for k in range(M):
soma+=fla+k*dt+di2)
return dt*soma

B AE_pi.py 1019

def integral_aproximado(f,a,b,M):
dt=(h—ayN
soma=0
for k in range(M):
soma+=fla+k*dt+du2)
return dt*soma

def f(x):
import math
return math.exp(x<)/x

[ *AE_pdl.py 14124

soma+=f(a+k*dt+dt2)
return dt*soma

def f(x):
import math
return math.exp()/x

1
5
20

ZT 9

A *AE_pdi.py 17124

def f(x):
import math
return math.exp(x)/x

1
5
20

T8

for din range(10):

B *AE_p4.py 17123

return math.exp(x)/x

1
5
20

ZT8

for d in range(10):
MN=2#N
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XI. Depois de definidos os valores iniciais e a expressdo analitica da funcdo a integrar,

depois de atualizado o nimero de subintervalos, procede-se a “chamada” da & *AE_pal.py 18122
fungdo definida anteriormente integral aproximado: Ir?tﬂ?r:[ nTaattr:exp(x).-'x
| = integral_aproximado(f,a,b,N) gz;
A fungdo em Python sera executada e devolvera a aproximacao do integral definido N=20
calculado. Este resultado ira ser armazenado na varidvel I, que representa o valor forNdzigIangeOO):
aproximado do integral obtido para o nimero de subintervalos utilizado nessa |=integral_aproximado(f,a,b,N)

iteragao.

Xll. Por fim, é apresentada uma mensagem, no ecrd, a indicar o numero de

[ *AE_pdl.py 1920 »

subintervalos utilizados e o respetivo valor aproximado do integral: '
return math.expi(x)/x

print("Com N=", N, “o integral aproximado da:”, I) 1
5
20

ZTa

for d in range(10):
N=2#N
|=integral_aproximado(f,a,b,N)
print{'Com N=",MN," o integral aproximado da: ',

XIll. Escrito o programa, falta executd-lo. Pode utilizar-se uma instrucdo do menu [E3ShelPython . _ B3
Com N= 1280 o integral aproximado da: 38.290

((meny)(2)(1]), Mas é claramente mais simples utilizar um atalho, uma combinagdo de [14787712486
Com N= 2560 o integral aproximado da: 38.290)
teclas ((en] + [R]). 15512386865
. . . o~ Com N=5120 o integral aproximado da: 38.290
O resultado aparece numa nova pagina destinada a mostrar o resultado da execu¢ao  |15sg3555753

; ~ ) = 10240 i g ro¥ =N &)
do programa, Shell Python, na qual também e podem fazer operacdes e programas, ,5'105:;3[;8;?"324%" 0 integral aproximado da: 38.29
Com N= 20480 o integral aproximado da: 38.29
015750170366
-

mas que ndo permanecerao gravados apoés o fecho da aplicagdo.

Para voltar ao editor de Python, onde podera alterar os dados de entrada, por exemplo, ha mais do que um procedimento a
escolha, baseados no botdo do touchpad. Pode fazer deslocar o cursor com o dedo até o sobrepor ao retdngulo com a
designacdo da pagina, , neste caso, e premir o touchpad na parte central ((2]). Pode também utilizar os bot&es laterais do
touchpad apds premir a tecla [«n]. Neste caso, ao premir o botdo lateral esquerdo, vai para a pagina anterior, a do editor. Pode
voltar a pagina de Shell Python utilizando o mesmo tipo de procedimento.

Na parte superior do ecrd apenas se pode observar a designacdo e 3 paginas consecutivas, pelo que se o documento tiver mais
paginas terad de conjugar os dois procedimentos referidos ou simplesmente o que recorre as teclas laterais do touchpad.

Algumas ideias sobre
’ programacéo,
relacionadas com o
contexto
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