Tema: Fungées : TI-Nspire CX II-T
Tapico: Resolugéo aproximada de equagdes
Subtdpico: Método da Bissegéo AEs - MATA - 12° pg. 30
def bissecao(f,a,b,erro):
if f(a)*f(b) > O0:
print ("A fungdo tem imagens com o mesmo sinal nos extremos
deste intervalo")
exit (0)
while b-a > 2*erro:
c = (atb)/2
if £f(a)*f(c) < O:
b =c
elif f(a)*f(c) > O:
a=c
else:
return c #chamada no caso em que f (c)=0
return c¢
def f£(x):
return x**3-5%x**242%x-3
print (bissecc¢édo (£,0,5,0.000001))

Editar Python na Tl-nspire CX II-T

Ligue a sua calculadora e crie um novo documento.
Escolha uma pagina de Python:

(menu)(A] Adicionar Python - [1] Novo.

Coloque um nome a sua escolha, de seguida, prime em @
Abre-se uma pagina vazia, que é o editor de Python da calculadora/tecnologia TI-Nspire CX II-T, onde deve escrever o cddigo.

Adicionar Editor de programas oK Cancelar

1 Adicionar Calculadora

2 Adicionar Gréficos ) nome_que_quiser.py 11
3 Adicionar Geometria Novo

B 4 Adicionar Listas e Folha de Célculo Nome:

D 5 Adicionar Dados e Estatistica r -

[5] 6 Adicionar Notas nome_que_quiser l

7 Adicionar Vernier DataQuest™ Tipo:

@ 8 Adicionar Widget |F'|c-g|ama em branco | 4 |

9

a

2 Abrir...

3 Shell

Dada uma funcéo, como calcular a aproximagéo de uma raiz num determinado intervalo através do método da Bissegéno?

Utilizando o método da bissecdo para encontrar um valor aproximado do zero de uma fung¢do com um erro maximo
admissivel, definido a partida, é necessario ter em consideragdo previamente:
® a expressdo algébrica da fungdo (referenciada com £);

e intervalo inicial que contenha o zero com o auxilio do Teorema de Bolzano-Cauchy (designe-se por [a,b]);

e 0 erro maximo tolerado para a estimativa do zero.

O funcionamento deste método baseia-se na divisdo do intervalo ao meio (o intervalo é bissetado) e escolher aquele onde o
Teorema de Bolzano-Cauchy garanta a existéncia do zero. O processo repete-se quantas vezes for necessdrio até que a
amplitude do intervale chegue a um valor inferior ao erro admissivel ou, caso a estimativa seja feita com os sucessivos valores
centrais do intervalo, até que a amplitude seja inferior ao dobro do erro admissivel.
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No exemplo do programa apresentado nas Aprendizagens Essenciais, a fungdio £ é f(x) = x3 — 5x? + 2x — 3, e pretende-
se encontrar uma estimativa do zero da fungdo com um erro maximo de 0,000001, efetuando bisse¢des sucessivas de

intervalos de nimeros reais, iniciando com o intervalo [0,5].

Antes de se apresentar a construcdo do programa Python, com a tecnologia TI-Nspire CX II-T, observe-se uma ideia grafica

do método, que favorece a compreensdo do algoritmo.

1) Intervalo inicial: [0,5].
Comecga-se por analisar a funcdo £ nos extremos do
intervalo:

(a) se £(0) *£(5)>0 entdo ndo é garantida a existéncia
de zero no intervalo, pelo que terd de se considerar
outro intervalo inicial.

(b) se £(0)*£(5)<0 entdo tem-se a garantia que a
funcdo tenha uma raiz no intervalo em questdo e

avanga-se.

Neste caso, o erro maximo, ao considerar, como estimativa,
qualquer valor do intervalo [0,5], é igual a sua amplitude.
do
estimativa, o erro maximo é igual a metade da amplitude do

Mas considerando o valor central intervalo como

. . 5-0
intervalo, ou seja, - = 2,5.

O objetivo é que o erro maximo seja menor do que 0,00001,
considerando, como estimativa, o valor central do intervalo.

Enquanto a semi-amplitude do intervalo for superior ao erro
admissivel ou, equivalentemente, enquanto a amplitude do
intervalo for superior ao dobro do erro maximo admissivel, o
método avanca com as bisse¢cdes que garantam, pelo
Teorema de Bolzano-Cauchy, a existéncia do zero no seu
interior.

2) Iteragdao 1 — Uma vez que £ (0) *£ (5) <0 e a amplitude do
intervalo (2,5) é superior ao dobro do erro maximo
admissivel, considera-se o ponto médio c e cada um dos

intervalos que resultam da bissecdo do primeiro, [0;2.5] e
[2.5; 5].

-16

(2.5,-12.6) T— /

De seguida, analisa-se a funcdo £ nos extremos do em cada

um desses intervalos e escolhe-se aquele onde a funcdo
muda de sinal.
e £(2,5)*£(5)<0, logo o zero estd em [2.5; 5].

[0l
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limite superior?

E este intervalo, [2.5;5], o

resultado da 12 iteragdo do
método da bissecdo, embora se considere especialmente o

seu valor central como estimativa.
2.5+5

O erro maximo associado ao valor central = 3.75 ser3,

5-2.5 . . .
portanto, —— = 1.25, ainda superior ao pretendido.

Ha que proceder, sucessivamente, a iteracOes até que o erro
maximo deixe de ser superior a 0.000001.

Como 1.25 > 0,00001, entdo o método avanca.

Iteracdo 2 — Na 12 iteragdo, a passou a valer 2,5 e b continuou
a valer 5. E obteve-se ¢ = 3,75.

(.77 5

2.5,-13.6)

limite superior?]  _—" ;

-
B

(2.75,-13.1) x5

e £(2,5)*£(3,75)>0 — no intervalo [2.5;3.75], n3o
ha garantia que a func¢do tenha zero.
e £(3,75)*£(5)<0 — nointervalo [3.75; 5], hd garantia
de que ai estdo zero da funcdo.
Neste caso, o erro maximo ao considerar o seu valor central
. . ,1725
como estimativa, é - = 0,625.
Como 0,625 > 0,00001, entdo o método avanca e segue
enquanto ndo se encontrar um intervalo que tenha uma
amplitude inferior ao dobro do erro maximo.

Quando se obtiver esse intervalo, o seu valor central é,
garantidamente a estimativa pretendida.
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Seguindo este procedimento, nao é dificil concluir quantas iteragdes o método tem de fazer até que se encontre o intervalo
pretendido e o respetivo valor central como estimativa do zero com erro inferior a 0.000001.
Na tabela abaixo estdo os resultados de cada bissecao.

#iteracdo a b o Erro maximo
5-0
0 5 2.5 25 =——
2
1 2.5 5 3.75 1.25 = > _20
5 —
2 3.75 5 4.375 0.0625 = 3
3 4.375 5 4.6875 0.3125
4 4.6875 5 4.84375 0.15625
5 4.6875 4.84375 4.765625 0.078125
6 4.6875 4.765625 4.7265625 0.0390625
Note-se que a n-ésima iteragao, o erro maximo é de %
De =2 < 0.000001, vem que 2™*1 > ——oun > 21.
2n 10
21 4.7106218338 4.71062421799 4.71062302589 ~ 1.192 x 107°
22 4.71062302589 4.71062421799 4.71062362194 ~ 5.960 x 1077

Note-se que, a precisdo pretendida é garantida com o valor central da 222 iteragdo, o que nao significa que algum dos valores
centrais anteriores ndao tenha sido mais aproximado do zero do que este.

Se em alguma iteragdo, £ (a) *£ (c) =0, entdo tinha-se alcang¢ado a raiz do polinémio e o programa parava.
Em linguagem natural, pode escrever-se o seguinte:
Variaveis: a funcgao £, os valores a, b e o erro maximo, erro
Inicio
Se £ (a) *£ (b) >0:
entao escreve “A fungao tem imagens com o mesmo sinal” e termina imediatamente o programa
Caso contrario, enquanto o erro nao for maior que o erro maximo indicado:
Define o ponto médio c=(a+b) /2
Se £ (a) *£ (c)<0:
Entdo o extremo maximo de valor b passara a ser o valor ¢
Jase £(a)*£(c)>0:
Entdo o extremo minimo de valor a passard a ser o valor c
Caso contrario:
o valor pretendido é o c e devolve o valor final ¢
Devolve o valor ¢

Fim
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De modo a possibilitar a aplicagdo do método da Bisse¢do a varias fungGes, em
diferentes intervalos e com distintas precisGes, define-se uma funcdo em Python,

denominada bissecao. Esta funcdo em Python recebe como argumentos a funcdo a

analisar, os extremos do intervalo considerado e o erro maximo admissivel, devolvendo
uma aproximacdo da raiz da funcdo nesse intervalo (valor central).

Esta “funcdo” é semelhante ao que noutras linguagens de programacdo se chama de
subrotina, ou seja, uma seccdo de cddigo que é ativada a partir de linhas de cddigo
subsequentes. Esta estrutura é bastante Util, por exemplo, quando no

programa se precisa de fazer algumas vezes as acées que nela estdo previstas. A ideia
desta estrutura é oportuna num contexto de fungdes matematicas e, por isso, surge
aqui como exemplo de um passo mais a frente em relagdo a simples utilizacdo de uma
estrutura condicional.

Para obter esta estrutura, caso conheca a sintaxe, podera escrever com o teclado, mas
pode também obter através do menu:
[menu][4] Planos integrados — (1) funcées — (1) def function():

Obtida a estrutura, é agora necessario preencher os campos em falta.
A fungdo, chamada de bissecao, é uma fungdo que recebe quatro argumentos:

def bissecao(f,a,b,erro):

Perante o intervalo inicial [a, b], se f(a) X f(b) < 0, garante-se a existéncia da raiz
neste intervalo. Caso contrario, ndo se pode garantir tal existéncia.
Para colocar esta condi¢dao no intervalo inicial, em linguagem Python, é necessdrio
utilizar uma estrutura condicional, if, que pode escrever com o teclado ou obter no
menu:

- (4] Planos integrados — (2] Controlo - [1] if..

Deste modo, tem-se de acrescentar as seguintes linhas de cédigo, dentro da funcdo:
if f(a)*f(b)>0:

Se este ultimo cendrio acontecer, o programa ird parar e mostrard, na pagina Shell
Python, uma mensagem acerca da razdo de ter parado o programa. Para tal é
necessario colocar as instrugdes que permitem a observagdo ou a impressdo da
informacdo pretendida, através da fungdo print(), a qual pode ser escrita diretamente
no editor, com o teclado, ou obtida no menu:
(meny) > (4] Planos integrados — [5]Tipo — (6] I/0 — [1] print()

E, posteriomente, coloca-se a mensagem, sempre entre aspas, dentro da fungao:

print("A funcao tem imagens com o mesmo sinal nos extremos deste

intervalo")

Dado o sucedido, o programa deve terminar imediatamente. Esta instrucdo é feita
através do comando exit(0), a qual deve ser inserida, com o teclado, logo apds ser
apresentada a mensagem.
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def bissecaolf,a,b,erro):

% 1 Agdes

if.else..

if..elif..else..

for index in range(size):

for index in range(start, stop):

for index in range(start, stop, step):
for index in list:

while..

elif:

else:
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def bissecao(f,a,b,erro):
if f(@)*f(b)=0:
print{"A fungdo tem imagens com o Mesm
exit(0)
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V.

Caso o intervalo inicial seja admissivel para continuar o método, comeca-se a bisse¢do
do intervalo inicial, utilizando-se o ponto médio ¢ do intervalo em questdo. Para além
disso, enquanto o erro maximo ndo for alcangado, o programa avanga. Para este
processo, em linguagem Python, é necessdrio utilizar uma estrutura de repeticdo do
tipo while..., que pode escrever com o teclado ou obter no menu:

(menu) (4] Planos integrados — (2] Controlo - (8] while..
De seguida, coloca-se a seguinte linha de cédigo:

while b-a>2*erro:

A cada iteracdo, o intervalo é bissetado pelo respetivo valor médio c, que faz com que

surjam dois subintervalos de igual amplitude.

Para tal, dentro da estrutura de controlo, insere-se a seguinte linha de cédigo:
c=(a+b)/2

Como do intervalo inicial, surgiram dois subintervalos: [a,c] e [c,b], no qual é

necessario identificar em qual deles ocorre mudanca de sinal, pois é nesse subintervalo

que se encontra a raiz.

Deste modo:

e sef(a)x f(c) <0, entdo o zero pertence ao intervalo [a, c] e este passa a ser o
novo intervalo onde se vai avaliar a existéncia de raiz na iteracdo seguinte.
Assim, o extremo superior, b, passa a ser c.

e jasef(a)x f(c) > 0, entdo o zero pertence ao intervalo [c, b] e este passa a ser
o novo intervalo onde se vai avaliar a existéncia de raiz na iteragdo seguinte.
Assim, o extremo inferior, a, passa a ser c.

e caso contrario, ou seja, f(a) X f(c) = 0, entdo f(c) = 0, umavezque f(a) # 0
e, portanto, o valor central ¢ é exatamente um zero da funcdo.

Esta linha de condi¢Bes, pode ser escrita, utilizando a estrutura condicional,

if..elif..else.., que pode escrever com o teclado ou obter no menu:

- (4] Planos integrados — (2] Controlo - [1] if..

Deste modo, tem-se de acrescentar as seguintes linhas de cddigo, dentro, também, da
estrutura de controlo:
if f(a)*f(c)<0:
b=c
elif f(a)*f(c)>0:
b=c
else:
return c

O ciclo while.. termina, isto é, quando a amplitude do intervalo ja é suficientemente
pequena para garantir que o erro maximo seja inferior ao erro pretendido. Assim, o
valor devolvido é o ultimo valor central calculado. Esse valor central serd o zero se

7

nenhuma das condi¢Ges anteriores se veerificar, pelo que é necessario incluir uma
Ultima instrugdo para devolver o valor ¢, a mesma que devera aparecer fora da
estrutura while, esta com o tresultado da execugdo da fungao:

return c

[0l
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def bissecao(f,a,b,erro):
if fi(@)*f(b)=0:
print("A fungdo tem imagens com o mesm
exit(d)
while b—a=2%erro:
c=(a+h)2

+ 1 Agdes
[ 2 Executar ’
ifue

if..else..

if..elif..else..

for index in range(size):

forindex in range(start, stop):

for index in range(start, stop, step):
forindex in list:

while..

elif:

else:
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if fla)*f(h)=0:
print("A fungdo tem imagens com o mesmy
exit(0)
while b—a=2%erro:
c=(a+h)/2
if fla)*f(c)<0:
b=c
elif f(a)*f(c)=0:
a=c
else:
return c

) *RES_NUM_p30.py

1313
print("A fungdo tem imagens com o mesmd
exit(0)

while b—a>2*erro:
c=(a+h)2
if f(z)*f(c)<0:

b=c
elif f(@)*f(c)>0:
a=c
else:
return c
return c

Este recurso pedagdgico é disponibilizado com a respetiva licenga Creative Commons http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr

© Texas Instruments 2026 / Fotocdpia autorizada


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr

VI. Depois de definida a fungdo bissecao, define-se a fungdo matematica que se pretende
estudar. A fungdo em questdo é f(x) = x3 — 5x% + 2x — 3.
Assim, de modo analogo ao que foi feito anteriormente, deve-se escrever as seguintes
linhas de cddigo:
def f(x):

return x**3-5*x**2+2*x-3

VII. Para se concluir o programa é necessario colocar as instru¢des que permitem a
observagdo ou a impressdo da informacgao pretendida, na pagina Shell Python, que se
abre automaticamente logo apds a execuc¢do do programa.

A linha de cddigo, a colocar agora, é a que se segue:

print(bissecao(f,0,5,0.00001))

VIII. Escrito o programa, falta executd-lo. Pode utilizar-se uma instru¢gdo do menu
(meny)(2)(1]), mas é claramente mais simples utilizar um atalho, uma combinacdo de
teclas ([en] + (R)).

O resultado aparece numa nova pdgina destinada a mostrar o resultado da execugao
do programa, Shell Python, na qual também e podem fazer operagGes e programas,
mas que ndo permanecerao gravados apoés o fecho da aplicagdo.
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c = (a+h)2

if fla)*f(c) < O:
b=c

elif f(a)*f(c) > 0:
a=c

else:
return c

return c

def f(x):
return x*¥*3-5*x*2+2%x-3

B RES_NUM_p30.py 1818
b=c
elif f(a)*f(c) > 0:
a=c
else:
return c
return c
def f(x):
refurn x¥*3-5**2+2% -3
print(hissecao(f,0,5,0.00001))

[ Shell Python 44
=z >#Running RES_MNUM_p30.py
>>>from RES_NUNM_p30 import *

4.710626138916016
5> >|

Para voltar ao editor de Python, onde podera alterar os dados de entrada, por exemplo, ha mais do que um procedimento a
escolha, baseados no botdo do touchpad. Pode fazer deslocar o cursor com o dedo até o sobrepor ao retdngulo com a
designacdo da pagina, , neste caso, e premir o touchpad na parte central ([§]). Pode também utilizar os bot&es laterais do
touchpad apds premir a tecla [«n]. Neste caso, ao premir o botdo lateral esquerdo, vai para a pdgina anterior, a do editor. Pode

voltar a pagina de Shell Python utilizando o mesmo tipo de procedimento.

Na parte superior do ecrad apenas se pode observar a designagao e 3 pdginas consecutivas, pelo que se o documento tiver mais
paginas terad de conjugar os dois procedimentos referidos ou simplesmente o que recorre as teclas laterais do touchpad.

Algumas ideias sobre
> programacéo,
relacionadas com o
contexto
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