Fiche professeur Nombres - Seconde

N3 - FRACTIONS EGYPTIENNES

TI-82 Stats — TI-83 Plus - TI-84 Plus

Mots-clés : fraction, fraction unitaire, algorithme, nombreioanel, partie entiére.

1. Objectifs

Maitriser les calculs sur les fractions : réduinen@®me dénominateur, simplifier.
Réfléchir sur des pratiques issues de situatistetigues. Travailler avec de grands nombres.

2. Enoncé
Voir fiche éleve.

3. Résolution

Nous ne connaissons pas la méthode utilisée p&glgstiens pour décomposer toute fraction en unerse

de fractions unitaires. En 1201, Fibonacci trouwealgorithme, qu'il décrit sans démonstration daos
livre Liber abaci paru en 1202.

En gros il dit: « Soustraire a la fraction donréeplus grande fraction égyptienne possible, répéte
l'opération avec la nouvelle fraction, et ainsi slgite jusqu'a ce que l'opération donne une fraction
égyptienne. »

La méthode, donnée dans la fiche éléve, a été sadéte en 1880 par James Sylvester. On appelie cet
méthode« algorithme glouton » de Fibonacci-Sylvester.

James Sylvester a démontré que l'algorithme doireume décomposition en un nombre fini de fragtion
unitaires : en effet, si la décomposition est tegmi (fraction unitaire) il n'y a rien & démontresinon, en
>r<1(>3<lbb = ”Xa , la fraction nxabb posséde un plus petit
numérateur (entier posmf) et un méme dénominateerla precedente ; donc cela va s’arréter.

supposant le rest% l_-n non unitaire, comm(%

On pourra faire remarquer aux éléves que :

v La solution n’est pas unique... par exemple, com%u:,E 1 __ on obtient deux écritures
n+1 n(n+1)

d’'une méme quantité (avec des fractions unitaires).
v I'algorithme ne donne pas forcément la « meilleusolution (les égyptiens écrivaient la solution
contenant le minimum de sommes possible).

1) a) 17_1_8 -4 Cette fraction n'étant pas unitaire, on recommer% 9 <1 etg—%zé.

18 2718 9° 2
-1,1,1
Ce reste est une fraction unitaire. Fmaleme% =5 + 3 + 9
63.91_126 91 1. 63 _

b)Ona: 63 63 B3 , Soit 1 <63< 2;dou 2< 91< 1. Remarquons que m%%) 1 et que I'on
choisit :n+ 1 = 2 comme dénominateur. Alo ?—%z% Comme% n’est pas unitaire, on continue.

26\ — 5 _1_ 3-1,1,1
|nt( )=5;5+1=6; 56 "6 39,qU| est unitaire. On peut conclurg—— 6+39'

127 41 _1_37 . 508y — 37 _1_ 5

©)int (37) =3935 47 50e M (577) = 13 55¢ 774 " 3mm¢
int (3556) =711; > 1 1 , qui est unitaire, doncAL=1,1,.1 , 1

'355¢ 71z 63296¢ 127 4 14 71z 63296¢
c) Si I'on applique 'algorithme on trouve par un bezlcul et de jolies réductions au méme dénomimate

773_-1,1, 1 1 1
1860 3 13 18E 6313¢ 11958779170

d) En appliquant I'algorithme, on trouv#%ﬂz %+%+ﬁ+1848( .
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Curieusement, ici, les égyptiens commencent pareéc %gz %+%
2 -_ 1 523-1,1 1 1 -1,1,1,1
e oxg ™ pra, pra’ 77C 277 BHLg, 55l 2 7 40788

+é, puis sachant que 55 =511 et

Leurs fractions ont de plus petits dénominateuasf(sne), des calculs plus simples. La démarchetédo
par les égyptiens nous échappe ici.

a i 4 _1,1,1

De méme, |Istrouvet§ 6 V65 130
§—_1L£llig—ll

2) 8) b) "570'5 275710'13 276 3¢
11 1, 1 1

9a)1573%3% 15

1.53.1,1,
39'88 2 10 44C

une tarte). Cette tarte restante est enfin partagémuze.

Z:ll1—421
b) g=3*4*8 878 s
LlllQGZ
91§ 2%3%v5 18718 18"

4. Compléments

Il partage donc sept en quatre, deux et un.

Il partage donc dix-sept en neuf, six et deux.

On peut, avec les éléves, programmer I'algorithee@composition.
Toutefois, la programmation sur calculatrice nuindei (T1 82 Stats, 83 et 84) peut ne pas donnesldtat
souhaité car, d’'une part, la calculatrice travadlle des approximations et d’autre part, la tramsédion
d’'une valeur approchée en fraction (instruction Jraest pas toujours possible (en particulier, guén
dénominateur dépasse 9 999. Dans ce cas, I'affictesie une approximation numérique

Le programme suivant donne un résultat parfait él%ﬂ En revanche, pou%—g =1+1

un résultat surprenant qui montre les limites dautapproché.

Essayer l'algorithme pouﬁ et comparer.
1 gou:5<4 9553

7 5 13 88"

18’

Il partage six tartes en deux (il reste cingesiriet quatre tartes en trois (il reste alors

— la machine donne

Le programme

Commentaires

Le programme (suite)

Commentaires

ClrHome

Disp "FRACTION ?"
Input A

{int(A)}->LE

If int(A)=A

Then

Disp A

Else

int(A)-C

If Cx1

Then

Disp C

A-C-A

End

While (A*A-1)#int(A*-1)
int (A*-1)+1-B
augment (LE, {1/B})~>LE
Disp 1/B»Frac

Initialiser la liste.
Si c’est un entier...
chose a faire !

pas grand

Si l'utilisateur propose un
rationnel supérieur a 1.

[V

Le traitement, conformément
I'algorithme proposé. C’est un
boucle While (Faire tant que)
Il faudrait une boucle Repeat

@

A-1/B-A
Pause

If A=@:Stop
If A<1E~13
Then

Disp "RESTE TRES PETIT",A

Stop
End
If A<5e-4
Then

Disp "HORS LIMITE FRAC",A

Stop

End

End
augment (LE, {A})->LE
Disp A»Frac

End

(Faire jusqu’a ce que). Il
manquera le dernier résultat.

Ce sont des approximations ;
le reste est proche de 0, on
devrait pouvoir supposer que
c'est 0.

Le reste est inférieur a ce qu'i
est possible de traiter.

Ne pas oublier le dernier
résultat.

si

FERACTIOHW =2 FEACTION 2
1718 ?19.-.18
12 1
13 1518
1-9| [RESTE TRES PETIT
Oore 4.4g-14
Done
123521 FEACTIOHN 2
153 [?.222
121 15
1-45a@ 1-4&
HORS LIMITE FRAC| HORS LIMITE FRAC
2. 95691 885E -6 2. 688695552 4
Oone ane

Faire la différence entre un entier (partie enjigreun
résultat (une approximation) ne donne pas forcéroant

résultat exact.

1
Essayer1 g

Méme probléme, travailler sur des approximatiensie

qui va trés bien. Approximations...

pas avoir une fonction de transformation sous forme

rationnelle  (fraction)
(dénominateur limité).

On remarquera que 2.966%10

approximation de;
337050

suffisamment

- 6

performante

est une bonne
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ANNEXE

Programmer sur calculatrice formelle (Tl 89, V2@8} plus agréable et plus performant. Le traiterdest
entiers (forme exacte jusqu’a six cent chiffrepéymet un meilleur comportement de I'algorithme @sii

appliqué « jusqu’au bout ».

Si I'on veut appliquer un développement en fradtiégyptiennes a un nombre décimal, il suffit derlié

. . . 222 111

sous forme fractionnaire ; par exemple 0,222 semaéz— ou——.
1000 500
Le programme Commentaires

frac_egy (nb)
Prgm
ClrIO:Tocal b,c
Disp "Décomposition égyptienne de :":Disp nb Affichage.

{}>egypt
If int(nb)=nb Then
augment(egypt,{nb})-egypt
Disp "nb entier"
Else
int(nb)>c
If c=1 Then
augment(egypt,{c})-egypt
nb-c->nb
EndIf
While nbr(-1)zint(nb”(-1))
int(nbr(-1))+1-b
augment(egypt,{1/b})>egypt
nb-1/b-nb
EndWhile
augment(egypt,{nb})>egypt
EndIf
Disp egypt
Pause :DispHome
EndPrgm

Initialisation de la liste.

Boucle While...

Ne pas oublier le dernier résultat.

Affichage.

i%T_W

Décomposition éauptienne de
19-18
£1 1-182

Décomposition éguptienne de :
17-12
£1-2

13 1.92

FRAC_EGYT FAD_AUTO FUNC 0750 [E-riLl 26l MAIN EAD AUTO

FINC 12720

[ii T Fov T rsz r-w_T FE [ T_]
va FHlaebra|Calc|0ther PrgnIDTClean Up

Décomposition éauptienne de

4L
o7

1 1
Donel {1’3 1721 Z2g 33?959}

Dok

= frac_egu(17-18)
B frac_egu(19-18)

L} Fr‘ac-egu[%} Dore|

frac_eguCi23-,321)
FRD AUTO

FRAC_EGY FUMC 230 MAIN KAD AUTO

FINC 7720

o + 12

. 222
.2

4 1
{1’5 1746 =gsg 22045599}

Décomposition éguptienne de

S021739130435  2.60524204486e-4 4

FAIN EAD_RUTD FUNC 11730 MAIN ERD AUTO

FINC 1030

Bibliographie

123
Taper 391

23 on 41
La V200 transforme}%ﬁ en 107"

fraction irréductible !

est facile au clavier.

222 _ 111

100C 50C°

On remarquera qu'’il faut utiliser des
nombres rationnels. Passer en mode
numérique (entrée de décimaux) donne
des résultats numériques (et il n'y a pas
de fonction Frac).

De méme pour 0,222

Cette activité a été réalisée a partir d’'un artadeWikipédia, I'encyclopédie libre, traitant duppeus de

Rhind et des fractions égyptiennes :

http://fr.wikipedia.org/wiki/Papyrus Rhinllttp://fr.wikipedia.org/wiki/Fraction %C3%A9qyptier.
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N O o o Classe : ..oovviiiiciiii

N3 - FRACTIONS EGYPTIENNES

Dans I'Egypte des pharaons, toute fraction devaét éne fraction unitaifeou s'écrire comme somme de
fractions unitaires. Cette écriture est une décaitipo en fractions égyptiennes.

Nous ne connaissons pas la méthode utilisée pagiggtiens...
En 1201, Fibonacci (Léonard de Pise 1175-1250)veoun algorithme pour effectuer une telle
décomposition. La méthode, indiquée ci-dessout eeélécouverte en 1880 par James Sylvester :

On considére un nombre rationr%l inférieur a 1 ; si ce n’est pas le cas, lui enlezepartie entiére.
* sia=1, la décomposition est terminée.

sinon chercher le plus petit entretel que% 2 l.

e silerested@ 0 % = n:abb est unitaire c’est fini. Sinon recommencer a\%é‘—

1) Décomposer des fractions
a) On se propose de décompo%%ren fractions égyptiennes.

On compare la fraction donnée aux fractions de mateér 1 et de dénominateurs successifs1 puis 2
puis 3... et on la coince entre deux fractions limimconsécutives ; on a immédiatement :

1.17.1 17_1,
2 18 1 Déterminer alors Iafractu% teIquue18 > b

Cette fraction est-elle unitaire ? Sinon, recomreengour la décomposer en une somme de fractions
unitaires.

A 1_7:1 i l
Démontrer que 18 2+3+9.

b) On se propose de décompo%en fractions égyptiennes.

Pour faciliter la recherche, améliorons la méthode
On remarqu n’est pas unitaire et <8<l jlorsn< b, n+1.
e qeque% estp ee qug}r—l £ <=, alo o

Or le plus petit entier inférieur ou égalgaest la partie entiére dg. Il est ainsi plus facile de calculer les

différents dénominateurs (ce qui n’empéchera pascaleuler les différences, les mises aux mémes
dénominateurs, etc.).

Déterminer deux entiers consécutifs qui encad%ﬂEn déduire un encadrementg%par deux fractions

unitaires consécutives. Opérer alors comme dagsdationl.

63_1,1,1
Démontrer que =2 91 2 6 39
c) Décomposer1471_ en fractions égyptiennes.
d) Décomposerlgigz en fractions égyptiennes.
e) Décomposev%aen fractions égyptiennes.

! Une fraction unitaire est une fraction dont le ncaeur est égala 1.
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2) Comparer des fractions
Pour comparer deux fractions on peut répondre eapiht dans deux cas :
» les fractions ont méme dénominateur

la fraction ayant le plus grand numérateur estla grande. Exemplei‘71 %—;’ car11 < 13.

+ |es fractions ont méme numérateur

la fraction ayant le plus grand dénominateur eptua petite. Exempleﬂ g car11 < 13.

Dans les autres cas, on réduit au méme dénominatequi revient au premier cas ci-dessus.
On peut aussi utiliser les fractions égyptiennes.

Par exemple, si I'on veut comparér et 3, en remarquant qu§=l+i et que%:%+

AT , on peut

B

conclure queﬂ <3,

7 5
Comparer :
S et4 53
a)7et5. b)1 et88

3) Partager avec des fractions égyptiennes

* Unexemple : un partage de gateaux

Momo, GroLouis, GranJean et P’titFred ont décidé&’défrir un golter extra dans la cabane qu’ilswient
de construire. Chacun doit acheter une tarte,deda méme taille, que le patissier sait si big@refa
GroLouis pense que ce ne sera pas suffisant.rit @ieec deux tartes ! Chacun ayant apporté la sjghne
leur reste qu’'a partager.

Facile. Chacun en prend une et la derniére estésoep quatre : c’est un bon partage. lls décident d
remettre ¢a le lendemain.

GroLouis ne prend gqu’une tarte, méme pour lui @déta peu dur de finir, surtout avec la boissoriniele
bulles et de sucre...

PtitFred invite un copain, qui n’achéte rien puisbest invité... P'titFred pense que GroLouis fe@mme
le jour d’avant.

lls sont 5 pour 4 tartes. Comment partager ?

Proposition : couper chaque tarte en 5, donnereedeinquiémes a chacun...

Autre proposition : le partage en fractions égypts... Si l'on décomposé en fractions égyptiennes, on

obtient :%=%+}1 50" Chacun a donc droit a une demi-tarte, plus umtaleatarte, plus un vingtiéme de

tarte. On coupe les tartes en 2. Chacun prend witemll reste une moitié de tarte et une tartéeea
coupée en deux (soit trois moitiés). Couper ceis tmmitiés en deux (on obtient des quarts). Chasun
prend un. Il en reste un, que I'on coupe en cing.

C’est un partage équitable.

a) Déterminer de la méme facon comment partagerridstantre douze personnes.

» Deux exemples ou les fractions égyptiennes permaitede proposer le partage d’'un héritage, le
plus prés possible de la volonté du défunt

b) A son déces, un fermier légue par testament sesufoms a ses trois enfants. Selon sa volonté, laémo
des animaux doit aller a I'ainé, le quart au cattg huitieme au benjamin.
Comment réaliser ce partage ?

c) Le voisin du fermier précédent trouve I'idée depagtage intéressante...
Par testament il Ilégue ses 17 chevaux a ses timi$diné recevant la moitié, le cadet le tietdeedernier
recevra le neuvieme. Effectuer ce partage sanaugécain seul cheval.
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