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Stages algorithmique La notion d’algorithme

Nous remercions Christian Vassard de permettredpraduction d’un article écrit pour une brochure
APMEP er2000Q Le texte originel a été légérement modifié.

« Définition
La notion d’algorithme, bien gu'ancienne, n'a ét#nie et étudiée qu'au X>siécle, quand il s'est agi pour

les mathématiciens de réfléchir aux fondementgjlegg des mathématiques. Essayons en quelques enots d
préciser ce que cette notion recouvre.

Un algorithme peut étre défini comme un processusine suite d'instructions permettant la résolution
d'un probléeme donné dans toute sa généralité et eparticulier quelle que soient les données du
probléme.

Plus précisément, un algorithme doit vérifier leaditions suivantes :

1) il doit pouvoir étre écrit dans un certain langégest-a-dire un ensemble de mots écrits dandpabet
défini) ; sans entrer dans les détails, un teldgegpeut ressembler a un langage de programmatiome
celui d’'une calculatrice ;

2) des données lui sont soumises au départ (ce ssahtiéey ;

3) I'algorithme lui-méme est un processus s'exécuttagpe apres étape ;

4) I'action a chaque étape est strictement déternpaééalgorithme, les entrées et les résultatemis dans
les étapes précédentes (on notera le caractarestentdéterministede cette action) ;

5) l'algorithme retourne une réponse clairement digeci(de préférence celle que I'on attend...), &mpe
sortie;

6) quelles que soient les entrées, I'exécution aoteaminer en un nombre fini d’étapes.

C'est un concept-clé de l'informatique : l'ordinat@e peut traiter que les problémes pour lesquels
algorithme existe ; les langages de programmatommme le BASIC ou le PASCAL, permettent a
I'ordinateur de comprendre 'algorithme qu’on véuitsoumettre.

Cette « définition » étant posée, deux questiaaenent a I'esprit, questions auxquelles nous tente
d’apporter une réponse dans la suite :

- existe-t-il un algorithme pour n'importe quel pledne donné ?

- un algorithme doit-il finir dans un intervalle tEmps raisonnable ? qu’est-ce d’ailleurs qu’unrirgie de
temps raisonnable ?

- Etymologie

On ne peut pas parleradgorithme sans évoquer son étymologie qui renvoie a undgemientifique du
monde arabo-musulman. Le termalgbrithmetire son origine du nom du mathématicien Al-Khwam,

né vers 780 dans la région du Kharezm (d'ou sondiaitfeurs), située au sud de la mer d'Aral, ettrmers
850. Il fut un des membres les plus importantsadéldison de la Sagesse a Bagdad, sorte d'acadéartée o
calife Al-Mamun (dit le Sage) avait regroupé homne¢smoyens pour le développement des sciences.
Géographe, astronome, Al-Khwarizmi était aussi tillaht mathématicien.

Deux apports importants ont contribué a son raymeme : tout d'abord, il est l'auteur guemier traité
d'algebre de toute I'histoire des mathématiques massi d’'un manuel d’arithmétique, traduit ennlat
beaucoup utilisé dans I'Europe Médiévale, reprenantcalcul dit indien c'est-a-dire les opérations
permettant de calculer avec des nombres écrits Bamsimération positionnelle de base 10 que nous
connaissons aujourd’hui. Au Moyen-age, le nom dé aateur, déformé erAlgorismus désignait
l'arithmétique et la science du calcul avec leshres écrits en base 10.
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« Exemples d’algorithmes

La notion d'algorithme est répandue, et en chetalvapeu, méme dans la vie de tous les jours Xemsples
ne manquent pas !

1) Une recette de cuisine, par exemple, peut étrecameme un algorithme : c’est bien une succession
d’instruction permettargn principed’obtenir un plat succulent.

2) Le dictionnaire des Sciences de Michel Serres atlaNFarouki cite un exemple simple que tout un
chacun rencontre chaque jour :
— Monsieur désire ?
— Une baguette bien cuite.
— Deux francs cinquante, s'’il vous plait.
Vous tendez un billet de 50 francs et pendant gus ¢alculez, dans votre téte, 50 moins 2,5 égal
47,5, la vendeuse vous fait la conversation :
— 50 centimes, ce qui fait trois, et 2 francs quitf5, et 5, dix, et deux fois 20, cinquante. Lt
y est.
Cette petite scéne de la vie courante met en ocgl@ure algorithmes : le vbtre qui est celui de lass@etion
et celui de la boulangére qui arrive au méme raspér une méthode additive.

3) Pour multiplier deux entiers par exemple, la médéh@ue I'on apprend dés I'école primaire est un
algorithme : c’est ce genre d’algorithme qu’Al-Khvzani a utilisé et transmis, on sait aujourd’hueawquel
succes !

4) L’extraction a la main de la racine carrée d’utieerest aussi un algorithme que I'on apprenaityila pas
si longtemps en classe de troisieme, quand lesilasices n’existaient pas. Il est de nos jourskiéren
désuétude...

 Quelques points d'histoire

La notion d'algorithme, nous le signalions, estiemte : de nombreux algorithmes étaient connus des
I'Antiquité dans le domaine de l'arithmétique oulaegéométrie. Citons pour mémoire les méthodes de
résolution d’équations en nombres entiers, par Iope au IV siécle de notre ére, ou encore le schéma de
calcul du nombretda a Archimede.

Attardons-nous sur un des plus célebres algorithdadistoire des mathématiques, I'algorithme dligle,
permettant la détermination du PGCD de deux nondmgers.
Pour le plaisir, citons la proposition | du livrdi\des Eléments d'Euclide, celle qu'aujourd'huippésente
dans les livres d'arithmétique commadbrithmed'Euclide (pour Euclide, c’est une simple propositet
pas un algorithme !) :

Proposition |

Deux nombres inégaux étant proposes, le plus g#diit toujours retranché du plus grand, si le

reste ne mesure celui qui est avant lui que lordturea pris I'unité, les nombres proposés seront

premiers entre eux.
La proposition Il du livre VII prouve que cette réte des différences successives conduit en f&GLD
des entiers initiaux.
On retrouve clairement dans ces deux propositivigllés de 23 siecles) tous les éléments qui serve
aujourd’hui a caractériser un algorithme, a savoir

1) des données (deux nombiesgauy ;

2) un processus (des différences successivesystexé étape apres étape ;

3) une réponse clairement spécifiée, qui donné&lE€P des deux entiers dont on part ;

4) le nombre total d'étapes du processus estfiielles que soient les données.
Suivons pas a pas un exemple : on part donc derd@ukres et on remplace le plus grand par la éifies
des deux. Avec 42 et 17, on obtient successivement

(42,17) - (25,17)- (8,17)- (8,9) - (8,1) - (7,1) - ... - (1,1)
Les nombres sont égaux (donc le processus s'ariéiéd PGCD de 42 et de 17 est 1 (les nombras so
donc premiers entre eux).
Avec 45 et 36, on obtient :
(45,36) - (9,36) - (9,27) - (9,18) - (9,9)
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Le processus s'arréte et le PGCD de 45 et 36 est 9.

Le processus ne comprend qu'un nombre fini d'éteguesn travaille avec des nombres entiers natuyals
diminuent au fur et & mesure des calculs.

Pour terminer, signalons que la version modernecele algorithme est légérement différente (mais
équivalente) a celle d’Euclide : on procéde paisibns successives.

N

Ces exemples anciens prouvent simplement que leonnat'algorithme est inhérente a [Iactivité
mathématique. Avec les travaux des logiciens suifdadements des mathématiques, elle devient @ans |
années 30 beaucoup plus qu’'un simple outil permetta résoudre tel ou tel probleme mais un vésgtabl
conceptmathématiqueDe plus, 'avénement des ordinateurs aprés lanstecguerre mondiale, a entrainé un
renouvellement complet de l'algorithmique. Il estvehu possible depuis cette époque de traiter des
problemes de taille bien supérieure a celle debl@mes traités manuellement : pour preuve, citess |
prodigieux progrés qui ont été fait aprés 1945 darcalcul explicite des décimales tdactuellement, on

en connait quelque 8 milliards) ou dans la recleedds grands nombres premiers. Des problemes nouvea
sont aussi apparus, comme le tri ou la recherghidea‘information dans une base de données.

L'efficacité des algorithmes

« Problemes indécidables

La notion d’algorithme semble donc étre la panatg mathématiques... Deés qu’un probléme se pose, sa
résolution passe par la découverte d’'un algorithbhee question a alors intrigué les mathématiciens,
guestion que nous avons déja évoquée plus haut :

existe-t-il un algorithme pour n’importe quel prebte donné ?

La réponse a cette question est non : dans leeard® plusieurs mathématiciens (dont Kurt Godedn2o
Church, Alan Turing et Emil Post) ont montré I'¢eiece de problemes qui ne peuvent pas étre résatus
des algorithmes (c'est-a-dire pour lesquels ilistexaucune méthode de résolution). Ces problearestf
qualifies dndécidableq au senslgorithmiquea ne pas confondre avec I'indécidabilité au seggjle de
Gdodel, dans le cadre d'une théorie axiomatiqueketquelque sorte, ils marquent I'horizon de cemgu’
mathématicien peut traiter.

Les premiers problemes indécidables rencontrédgsamathématiciens étaient souvent artificielsres t
formels. Peu a peu, des problemes simples (a éntnde nature mathématique ou informatique furent
prouvésindécidables. On peut citer le cas du dixieme lgrob posé par David Hilbert lors du Congres
international de mathématiciens de Paris en 1984 I@&noncé est le suivant :
Etant donnée une équation diophantienne (c'est@-dicoefficients entiers), peut-on trouver un
procédé qui détermine, par un nombre fini d'opénasi si cette équation possede des solutions en
nombre entiers.

Le probleme est extrémement général car il concefimporte quelle équation diophantienne et pas
seulement une équation d'un type particulier. Rgowrs que le mot algorithme est sous-jacent dans le
discours de Hilbert, mais le concept lui-méme nest encore défini en 1900.

La réponse a été obtenue en 1970 par le mathéema¥ciri Matijasevic : il a montré que ce probléenséen
fait indécidable. En langage clair, il n'existe pdslgorithme qui indique pour chaque équation
diophantienne si elle a ou non des solutions erbnesrentiers.

Déclarer un probléme indécidable, c’'est a la foie grande victoire de I'esprit humain (une telle
démonstration est souvent une prouesse mathémpatitpie aussi, semble-t-il, un constat d’échec {des
glas de toute recherche sur ce probleme). Ce depoiat est a relativiser car, si le probléme daas
généralité est définitivement clos, il peut cepenmdire résolu dans certains cas particuliers.eRemple,
Carl Ludwig Siegel, en 1972, a trouvé un algorithpoer les équations diophantiennes de degré 2 ; en
revanche, on a aussi montré que le probleme atdtidable pour le degré 4. Bref la recherche ooati..
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- Efficacité des algorithmes

Un algorithme doit-il finir dans un intervalle denips raisonnable ? D’'un point de vue théoriqueirawvo
nombre fini d’étapes est la seule contrainte qoe impose a un algorithme ; mais d’'un point de vue
pratique, la réponse a un probléme donné doit goéu@ obtenue a échelle humaine. Echelle varisélien

les besoins : quelques semaines parfois pour goldegs lourd, quelques dixieme de seconde toylaisi

la réponse donnée par l'algorithme permet au systimavigation d’un avion de corriger sa trajeetoi

Ceci étant, I'existence théorique d’un algorithneesaffit pas a ce que le probléme soit concrétemdsaiu.
Par exemple, I'algorithme pour factoriser le grandhbre RSA-210

RSA-210 =
2452466449002782119765176635730880184670267876783823414451715061600830038587216952
2083993320715491036268271916798640797767232430898085631246561218465817904100131859
299619933817012149335034875870551067
existe sans aucun doute. Il suffit par exempleegdeet successivement si 2,3,5, etc. divisent unaeibre.
Au bout d’'un nombre fini d’étapes, mais quelquesities de milliers d’années, une réponse sera donné

Les questions que nous abordons la concernentecBoquappelle efficacitédes algorithmes : elles ont été
étudiées vers le milieu des années 60 par A ColgtantEdwards.

Pour évacuer le facteur temps, par trop subjemifait intervenir le nombre d'étapes nécessaives mener
l'algorithme a son terme quand il est écrit sur maehine de Turingsorte d'ordinateur de référence). Dans
les exemples qui suivent, je me contenterai de méner les étapes mathématiques élémentaires (cdenme
nombre de multiplications ou de divisions) maidaite rigueur, il faudrait faire ce travail poureumachine
de Turing : sur le fond, cela ne change rien atane de I'algorithme du point de vue de son etfigéa

Un algorithme est dia complexité polynomials'il

existe deux entiers fixeh et k tels qu'a partir des D D D 2 nombres de
donr]ées de longueuw l'algorithme demandau plus D D D 3 chiffres

Arf étapes.

Ainsi, la multiplication de deux entiers, suivant

polynomiale. Guand on multpie deux entiers e 9 multplications
chiffres chacun (voir ci-contre), on effectug’ gelchqi?frrnebres

multiplications de deux entiers a un chiffre (stasr . |
compte des retenues).
Signification concrete : s'il me faut 2 minutes pou
multiplier deux entiers de 5 chiffres chacun (2

multiplications élémentaires), il m'en faudra gadtis E D D D D

plus c'est-a-dire 8 minutes si je veux multiplieus

entiers de 10 chiffres chacun (100 = 4 x 25 mudtitions élémentaires)... On assiste la a une sane
implacable du temps demandé pour résoudre le pnebf@gosé mais cette croissance demeure raisonnable
dans le cas d’'une complexité polynomiale.

L'algorithme d'Euclide, dans sa version moderneafuzienne d’ailleurs), est aussi un algorithme pofgial

(en fait meilleur qu’un algorithme strictement pudynial, mais quand méme considéré comme un
algorithme polynomial). Gabriel Lamé (1795-1870)génieur aux chemins de fer et, excusez du peu,
considéré par Gauss comme le meilleur mathématfciggais de son époque, a montré que le nombre de
divisions nécessaires était inférieur & g n, oun est le plus petit des deux nombres de départaibdef
croissance de la fonction logarithme explique lange efficacité de l'algorithme d'Euclide : airsi)'on

veut déterminer le PGCD d'un entier de 100 chiffed'un autre de 150 chiffres, le calcul ne dermemd
qu'au plus 5 log 100 = 10 divisions, et donc un nombre totélapes trés raisonnable.

Les algorithmes qui ne sont pas a complexité pohyale sont ditsh complexité exponentielldinsi un
algorithme qui requiert"2n" oun! étapes pour des données de longmezst a complexité exponentielle : la
fonction qui donne le nombre d'étapes n'est pagaiblrement une fonction exponentielle au senglusu

Supposons pour fixer les idées qu'une étape formtameesoit effectuée en TBseconde : on peut alors
confectionner le tableau suivant.
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. Taille des données
Complexite 10 20 50 80 120
n 10°s 2x10° s 5¢<10° s 810°s 1,x10%s
n? 10%s 4x10% s 2,5%10" s 6,410's | 1,44 10°s
n* 10's 8x10" s 1,2%10°s | 0,00005s| 0,0001s
6 01 81
n! 0,00036s| 7.7lans| 96x10° | 22x10% | 2,1x10
ans ans ans
n 7 4 38334 8
2 10" s 10*s 31h siocles 4,2a>l<néol

Dans ce tableau, on constate que les algorithmeslenandent un temps raisonnable en fonction des
données, sont ceux de complexité@’ oun® ; pour les autres, on assiste trés vite & unéabéei explosion de

la durée en fonction de la taille des données osiqnh qui interdit tout traitement pour des taillesdonnées
pourtant petites. Ceci justifie la définition suite.

Par définition, les algorithmesfficacessont les algorithmes de complexité polynomiales; algorithmes
inefficacessont les algorithmes de complexité exponentielle.

La définition ne vaut que ce gu’elle vaut : c’e&tlebrd et avant tout une fagon d’aborder le proleléan
classant les algorithmes. Cela étant, il faudrersént se méfier dedfficacité (au sens mathématique ci-
dessusyle certains algorithmes. Un algorithme de compéeki#®h sera classé comme efficace ; pourtant
méme avec de petites valeursrjen attendra longtemps la réponse... A linversalgorithme inefficace
de complexité 18%° x 2" fonctionnera sans probléme pour des petites \atiem,

Cela semble limiter la portée de notre définitiaa:fait, les cas que I'on rencontre dans la pratitge sont
pas aussi caricaturaux. Par ailleurs, il est plus probable que la notion d’efficacité d'un algumie sera
encore précisée a I'avenir.

« Classification des différents types de problemes

L'approche précédente permet d’amorcer une claasiifin des types de problémes que peut rencontrer u
mathématicien.

Tout d’abord, nous avons vu qu’il existait dpsoblemes indécidablegappelés ausgproblemes sans
preuve, c'est-a-dire pour lesquels il n'existe pas dalthme : un exemple est le dixieme probleme de
Hilbert.

Les autres problemes nous intéressent car ce sortpour lesquels existe un algorithme. Un probleste
dit étrede type Ps'il existe pour ce probléme un algorithme de ldigmn de complexité polynomiale (c’est
le cas du probleme du calcul du PGCD de deux antiésolu par I'algorithme d’Euclide).

A l'inverse, sitous les algorithmes de résolution d’un probléme dosuré de type exponentiel, le probléme
est dita preuve difficile Les problémes a preuve difficile ne sont pas patant une vue de I'esprit, comme
on pourrait le croire de prime abord : c’est MidhRabin, Juris Hartmanis et Richard Stearns qui ont
démontré leur existence (toute théorique) danamheges 60. Par la suite, des problemes plus «atsner
furent prouvés comme étant intrinsequement difficilLa situation est bien cernée, mais quelque peu
désespérée, puisqu’on sait doncagpicunalgorithme de type polynomial ne pourra résoudrésliprobleme.

Entre les deux catégories précédentes se dessineoue floue : ce n’est parce qu’'on ne connaitagpse
algorithmes a complexité exponentielle pour réseuwdr probleme gu’on peut affirmer que le dit-protde
est a preuve difficile.

On a donc défini une autre catégorie de problemeglobant la classe P, et chevauchant la zone floue
décrite précédemment : c'estdasse NRnon deterministic polynomial problém

Comment décrire la classe NP ? Outre les problémeeta classe P, elle regroupe des problemes tous
solubles (et donc pas indécidables) mais deitygertain: un algorithmeénefficacede résolution existe mais
I'on ne sait pas encore s'il est possible ou norirdaver un algorithme efficace pour ces problénhes.
factorisation d’'un entier rentre dans cette catégor

Un dernier point important caractérise la classe NiH'ai beaucoup de chance, je pealeviner la solution
d’'un tel probleme en un tempgmlynomial Concrétement, cette solution est finalement asseple a
formuler bien qu’inaccessible aux moyens de cattagsique ; en langage courant, on sait « quekeetfe
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a », suffisamment en tout cas, pour étre en meadeila deviner (bien que cela demeure extrémemant pe
probable). Ainsi, pour I'entier RSA-210 proposégphaut, avec une chance insolente certes, mais peut
pas nier qu'’il soit possible de deviner la solutio@e cétéivinatoire dans les mathématiques est troublant
et ne semble pas faire bon ménage avec la rigueur.

Problémes a preuve difficile ]

14 ¢ L 1 p] 1T 1- 7
-7 Problémes de la classe NP / W
7 N /Problemes
I , . 'NP-complets
7 ~ Problémes de L |
/ la classe P N ;
||| 4 - _

Quel est donc l'intérét de la classe NP ? Il résideleux points.
Le premier point, c’est que de nombreux problémas pesquels on n'a pas encore trouvé d’algorithme
efficace se révélent étre de type NP.

Le second point, c’est que Stephen Cook a montdeém gu'il étaithautement improbablgue I'on trouve
pour certains probléemes NP (d¥d?-complets un algorithme efficace : en ce sens que si ltouve un
algorithme efficace pour un tel probleme, on enudf@un algorithme efficace pourimporte quel
probleme NP. Or, croire que I'on résoudra le catdsles problemes NP semble excessivement optimiste,
donc on pense qu’on ne parviendra pas a résoudssld’un probléme NP-complet. Ceci étant, le gnoial
demeure ouvert : c’est une question ardue que himugeront sirement aux mathématiciens du prochain
siecle que je résume en

PZNP

« Pour conclure

Pour conclure, signalons que, depuis les année8, 189 commence a parler d'ordinategpsantiques
guelques essais concluants ont été réalisés cesemertemps sur des machines-tests aux capacités
dérisoires...L’'on ne risque certes pas de voir se répandre esteegde machine révolutionnaire avant
quelques dizaines d’années. Les algorithmes tousuarces ordinateurs seraient complétement différee
ceux gue I'on connait aujourd’hui et les mathénietie commencent a y réfléchir sérieusement : lRdteds

gue l'on est susceptible d’obtenir sont partic@ident prometteurs.
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