Binomialsatsen och Pascals triangel

For att arbeta med denna aktivitet sa fordras att
eleverna ar bekanta med grundlaggande kombina-
torik. Begreppet kombination ska alltsa vara bekant.
Observera att antalet kombinationer pa TI-Nspire
skrivs nCr(n,k).

- ]

n!
nCr(n,k) - k!-Ln—k)!
nCr(3,0) - 1
nCr(3,1) - 3
ncr(3,2)» 3
nCr(3,3) - 1

Man kan skriva bergkningarmaovan pa ett kortare sétt sa har. Man matar dain
koefficienterna 0,1, 2 och 3 som enlista

ncr(3{0,1,23})» {1331}

nCr(4,{0.1,23,4}) » {146.4,1}
nCr(5,{0.1.2,3,4,5}) - {1,5.10,10,5,1}

osv.‘

Sid 1-3:
Vi gar igenom i sma steg vad som hander nar vi

utvecklar uttryck pa formen (a+b)".
| |

Utveckling av binom och binomialsatsen
(a+b) (a+b) kan skrivas som a-a+ab+ba+h b Om vi utvecklar med TI-Nspire far vi

expand((a+b)2) +a%+2.a b+b? Vi fortsatter med potensen 3
expand((a+b)3) ra%+3.82 b+3.2 b24b3

Var kommer koefficienterna 3 i utvecklingen ovan ifran? Vi tar det steg for steg
(a+b)(a+b)(a+b)=(9 3+ab+b3+b-b)(3+bJ:mahmb+nba+ﬁbb+ban+bnb+£‘ba+bbb

Vi ser att vi kan vi valja Ut termer }ned a, a, och b, dvs a2b pa tre satt: aab, aba och baa.
Detta &r ju samma sak som att vélja ut en fran tre utan att ta hansyn till ordningen. Det kan
ske pa nCr(3,1) » 3, alltsa tre satt, Likadant med termer 252 Det blir ocksa tre satt.

Vi fortsatter med potensen 4:
expand((a+b)4) s atiaad big ad b2ea g bFep?
Med samma resenemang: termer med a3b kan skrivas pa 4 sétt: aaab, aaba, abaa och

baaa. nCr(4,1) + 4 Termer med @252 kan skrivas pa 6 satt: aabb,abab,baab,baba,bbaa
och abba. ncr(4:2) * 6.

Vi anvander har summasymbolen for att skriva
uttrycken pa en kortare form. Vi rekommen-
derar att ni i redan i tidigare kurser tar upp detta
praktiska satt att skriva och berdkna en summa av
termer. Summasymbolen kan ju anvandas for olika
berdkningar pa grafrdknare i Tl 84-familjen ocksa.
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E (k) > 55 Summeraallaheltalfran 1 tilloch med 10
k=1
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E (2k—1] + 100 Summera allaudda hel}lalfrén 1tilloch med9
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Summasymbolen finns bland mallarna i Dokument-
verktygsladan.
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Vi kan da skriva (a+b)3 sa har:

34322 p+3.2-p24b
+3a b+3 a- b +b

mCr(B,O)-aa+nCr(3,'\)‘az-b+mCr(3,2)-a‘b2+nCr(3J3)-b3 a
For potensen 4 blir det ;

ncr(4,0)-a*+ncr(4,1) a3 b+ncr(4.2)- a2 6% +ncr(4,3) & b7 +ncr(4,4)- b

- ateagd 3ept

4

e o2 2 ,
‘b+6-a” b +dab

Dessa tva uttryck kan da skrivas sa har med summasymbolen

(nCr(B,k) a3k bk) vad+3al b bien’

Mw

Om vi fortsatter sa far vi:

5
Z(nCr(Sjk)- a5k bk) s a2+5 a% b0 @ b0 a2 b245 @ b4 s
k=0
6
Z(nCr(Qk)-as_k‘ bk) - 0846 0% br1s ot p2e20- 0% 3415 0% ptee @ bO40
k=0

Detta leder da till binomialsatsen som skrivs sa har:

n

Z(nCr(n,k)-a"'k-bk)=(a+b)n‘

k=0
Koefficienterna vid utvecklingarna kan nu stéllas upp i ett ménster. Det kallas for Pascals
triangel;

Koefficienterna vi far vid utveckling av binom med

olika potenser kan stéllas upp i ett monster, dar vi far

koefficienterna i en ny rad utifran koefficienterna i
den foregaende.

i form av en triangel. Nagot férenklat ar varje rad ett element langre an foregaende rad och
wvarje elements varde ar summan av elementen ovanfor till vanster och héger (om dessa
existerar). Se pa pilarna i figuren. Pa sa séatt har varje rad en etta i borjan och slutet, Rad—
och kolumnrakningen bérjar bada pa noll,

Varje elements varde i triangeln ar summan av elementen ovanfor. Saledes, det fiarde
elementet pa rad fem beraknas genom att det tredje och fjarde elementet pa foregaende rad
adderas. (WJkﬁpedr'a)‘

Tal pa rader i triangeln upptrader nar vi utvecklar binom. Se figur!

N (a+2)0=1
1 1 (a+b)=a+b
AN 1 (a+b)%=a>+2ab+b>
i NNy 1 (a+b)*=a’+3a2b+3ab%+0>

N N ~
4/ < 4/ l‘x(n+b)4:a4+4n5b+6n2b3+4ab'5+b4

5 10 10 5 1™, osv

Inom matematiken ar Pascals triangel en geometrisk framstallning av binomialkoefficienterna

<]
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Talen som upptrader i triangeln har manga intressanta
egenskaper. Vi kan t.ex. summera talen vagrat. D3 far
vil,2,4,8, 16,32 osv. vi far alltsa en fordubbling nar
vi gar till ndsta rad. Summan av talen pa rad n kan
alltsa skrivas

2”

2n71

Andra egenskaper:
For de fem forsta raderna sa &r talen potenser av 11
(1,11, 121, 1331, 14641).

Om man adderar tva konsekutiva tal i diagonalen
1-3-6-10-15-21-28 ... sa far man en heltalskvadrat.
1+3=4, 3+6=9, 6+10=16 osv.

Till och med Fibonaccitalen 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13 dyker
upp i Pascals triangel.

Med binomialsatsen kan vi ocksa berdkna termerna i

uttryck som (2x+3)*.

Med hjalp av binomialsatsen

Z(nCr(n,k)-an_k-bk)=(a+b)n
k=0

kan vi t.ex. ocksa berakna uttryck som (2x+3)4.

Vi med substituerar d& a med 2x och b med 4. Detta ger:
ncr(4,0) (2:x)% 3% ncr(4,1) (2:x)3 3+nCr(4,2)- (202 32+ ner(4,3) (22) 1 394(229 0 34
- 16-xH196-x3 4216-x2 +216-x+818D

Vi kontrollerar: expand((2‘><+3)4) - 16-x¥496-x7+216-x2+216+x+81

Om vi faktoriserar factor(16‘x4+96‘x3+216‘><2+216‘><+81) . (2-x+3)4
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Till slut anvander vi ocksa binomialsatsen for att

1 1Y
utveckla uttryck som E'a+;b .

Koefficienterna framfor termerna i utvecklingen

2
1'a+1'b blir 1, 1 och 1
2 2 4 2 4

Detta blir var 6vergang till aktiviteten Binomial-

férdelningen och utvecklingen av binom.

-
[ 2\ 2
1 1 a
(—- at—: b] ] »—
2 2 |) &

f 4
. . 1 1 e .
Pa samma satt: vi utvecklar uttrycket (—- at— b) . Wi far den langa vagen:
12 2

/ 2
1 1
Om vi utvecklar uttrycket t—- at+—: b) far vi expand
\2 2

ncr(4,0)- (i 4)4 (l- b)0+nCr(4,l) (i- G)s (i b)1+ncr(4,2) (é a)z- (% b)2+nCr(4J

2 2 ) 2 2
1 3 0 4
1 1 1
3) (— a) (— b) +nCr(4,4) - 5) (— b]
2 2 2
at b 3 a2 apd
16 4 8 4 16

Vi kontroHerar:‘
1 1 4 .74 .73-& 3 52-5‘2 a b3 L‘4
—at—b| | * t ¢ ¢ ¢
\2 16 4 8 4 16
Detta leder oss till bionomialfardelningan som vi tar upp i aktiviteten binamialférdelningen
och utvecklingen av binom.

expand

Sa har ser den forsta sidan ut i denna aktivitet:

Binomialférdelningen och utveckling av binom
Har fortsatter vi fran aktivitsten pinomialsatsen och Pascals triangel, Dar utvecklade vi

2

a  ab
—
42

1) 11y b’
binomet (—'a+—‘b) Vifick expand||—a+—"b| |~ +—
1 2 272 4

Nu ska vi titta pa hur detta hanger ihop med sannolikheter

Vi kastar ett mynt 2 ganger och vill berakna hur stor sannolikheten &r att vi far exakt 0, 1 och 2
krona. Det finns 4 utfall: kr+kr, kr+kl, kl+kr och kl+kl

Dessa sannolikheter kan beraknas s& har:

1
nCr(Z,O)‘WZO‘WZz v Z motsvarar ingen krona och tva klave

1
nCr(Z,'\)“\/Z "\/21 » — motsvarar en krona och en klave. Vi kan ju tva utfall: kr+kl och kl+kr

1
nCr(Z,Z)“\/Z "\/ZO v ) motsvarar tva krona och ingen klave

Ett smart st &r att anveinda med listor med talen 0, 1 och 2:

4'2'4

nerefo1.2) 121012 412103 '{lll}
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