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1. Le sujet 

Sujet 029 de l’épreuve pratique 2007 – PGCD 

Enoncé  

Pour tout entier naturel n, on définit deux entiers a et b en posant : 

a = 4n +1 et  b = 5n + 3. 

On s’intéresse aux valeurs du PGCD de a et b en fonction de n.  

1. Conjecture avec un logiciel ou une calculatrice 

a) Sur un tableur, créer 3 colonnes donnant les valeurs de n, a et b pour n variant de 0 à 100. 

b) Remplir la quatrième colonne avec les valeurs du PGCD de a et b. 

c) Quelles semblent être les valeurs possibles de PGCD(a,b) ? 

d) En observant les résultats obtenus sur le tableur, comment pensez vous caractériser les valeurs de n telles     
que  PGCD(a,b) = 7 ? 

2. Démonstrations  

a) Démontrer la conjecture faite au 1.c). 

b) En raisonnant par disjonction des cas, déterminer les valeurs de n telles que PGCD(a,b) = 7. 
 

Production attendue 
• Réponses écrites aux questions 1.c) et d) et 2.a) et b) ; 
• Obtention à l’écran des valeurs demandées avec éventuellement impression. 
 

Compétences évaluées 
• Compétences TICE 

- Utilisation d’un tableur. 
• Compétences mathématiques  

- Définition du PGCD ; 
- Utilisation des congruences. 

 
2. Corrigé 

1) a) Ouvrir une page Tableur & listes. 

Colonne A : Dans la case grisée avec Données, Générer une suite. 

Construire la suite de terme général u(n) = n – 1 avec comme terme initial 0, nombre maximum de termes 
101 et dernier terme 100. 

Colonne B : dans la case grisée inscrire = 4*A+1  

Colonne C : dans la case grisée inscrire = 5*A+3   
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b) Colonne D : dans la case grisée, inscrire = gcd (B,C). 

c) Les valeurs du PGCD de a et b semblent être           
1 ou 7 suivant les valeurs de n : 

 

En observant les résultats du tableur on constate que 
PGCD(a,b) = 7 pour n ∈ {5, 12, 19, 26, 33, …, 96} : 

 

d) C’est pour des valeurs de n = 7k + 5 que  PGCD(a,b) semble être égal à 7. 

2) a)  Soit d = PGCD(a,b).  d divise a et d divise b donc  d divise  4b –  5a. 
Mais  4b –  5a = 4(5n + 3) – 5(4n + 1) = 7,  d’où d = 1 ou d = 7  (La conjecture du 1.c) est démontrée). 

b)  On pose n ≡ p [7 ] avec p ∈ { 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, on a alors a ≡ 4p + 1 [7 ] et b ≡ 5p + 3 [7 ].   

Cherchons les résultats à l’aide du tableur de ces congruences lorsque p ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. 

Ouvrir une nouvelle page Tableur & listes. 

Colonne A : inscrire les valeurs de p de 0 à 6.  

Colonne B : dans la case grisée inscrire  = mod(4*A+1,7).  

Colonne C : dans la case grisée inscrire  = mod(5*A+3,7). 

  

La conjecture : PGCD(a,b) = 7  ⇔  n ≡ 5 [7 ]  est bien démontrée par disjonction des cas. 

 


