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1. Le sujet
Sujet 105 de I'épreuve pratique 2009 — Une propriétdes diviseurs de certains entiers
Enoncé

On dit qu'un entier naturel non rMdlest en division harmonique si le quotient du nade diviseurs dil
par la somme des inverses des diviseurhl @st un entier (c'est-a-dire, que le nombre deisalivs est un
multiple de la somme des inverses des diviseurs).

Par exemple :
6 admet 4 diviseursquisont1;2;3et6;
* la somme des inverses des diviseurs de 6 v]fauu% +% + % =2;

e e quotiem%r = 2 est un entier ;
* 6 est donc en division harmonique
Partie A

1. Alaide d'un logiciel adapté, dire si les nomtB&set 140 sont en division harmonique.

2. Pour tout entien non nul on posg, = 2*'— 1 eta, = 2'g,.

a) Déterminer a l'aide du logiciel les quatre (ou chgossible) premiéres valeursrdpour lesquelles,
est un nombre premier.

b) Pour chacune des valeurs trouvées, calculer le rodediviseurs da, et la somme des inverses des
diviseurs dea,. Que peut-on conjecturer ?

Partie B

3. Soitp un nombre premier.
Montrer que n'est pas en division harmonique.
4. On suppose qug, = 2"'— 1 est premier.
a) Donner la liste des diviseurs dgen fonction deg,.
b) Que peut-on conclure si la somme des inversesidssuls dea, vaut 2 ?
c) Montrer que la situation précédente est verifiée.

Production demandée
e Questions3. et4.

Compétences évaluées

- Utiliser un logiciel adapté a des opérationshanigtiques simples portant sur des entiers ;
- Savoir trouver I'ensemble des diviseurs d'ureemcomposé en facteurs premiers ;
- Connaitre les résultats élémentaires concerparduites géométriques.
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2. Corrigé

Partie A

1) Réalisation d’'un programme

Ce programme donnerng nombre des diviseurs d'un
entier, la somme des inverses de ces diviseure e
guotient de ces deux nombres.

Ouvrir une pag€alculs.

{9) (Fonctions et programmes)
(1> (Editeur de programmes) ) (Nouveau) puis
renseigner les items (Nom, choisir Programme sbéai
Aucun pourAcces a la bibliothéque).

Ci-contre le listing du programme.

If modl)=0 Then
nhdivi=nbdiv+1

Fi RAD AUTO REEL [ |
diviseurs 12 | divhar 9”2‘
e des Define divhar(rz:'= =

Prom
imverses — W1 ccal abdiv,sominy
nhdfin=0
quotient & sapnmvi=0
Forj, 1,z
Terming
i
3

14

1

Cnm = e e —

Nom : divhar(n), n étant I'entier pour lequel on veu
savoir s'il est en division harmonique.

nbdiv, sominv sont respectivement les variablg
représentant le nombre de diviseursndet la somme de
leurs inverses.

Pour 'appliquer, activer la fenétre de gau€pe)
puis inscriredivhar(32) (voir ci-dessous), pour constatd
gue 32 n’est pas en division harmonique.

En inscrivantdivhar(140) (voir ci dessous a droite), o
constate que 140 est en division harmonique.

A

]
8112

RAD AUTO REEL

divhar

nbdivi=rbdiv+l

5‘.::-;*?1:}?13:=3c:wrm':rw+l
b
Endlf
»

Disp "nombre de divi
Dizp "somme des inve

@ 0 n : n nbﬁ
| o799 Disp "quotent ",

ST M
ﬁ RAD AUTO REEL [ | Fi RAD AUTO REEL [ |
N ' wl g = B
divhar 9f12| F?’_?Jff_?g_?’_(_l_%_q divhar 9:’12‘
rormbre de nbdivi=nbdivil O mbre de nbdivi=nbdiv+l O
o 1 1
diviseurs & SORTINVI=soRinv+— diviseurs 12 SOMITVI=sontmt—
7 i
Bomme d'“'; EndIf somme des Wl Enqie
inverses — EndFor b iMverses —— EndFor G
3z Dizsp "nombre de divi Disp "nombre de divi
. & Disp "somme des inve Digp "somme des invs
quotient — o - quotient 5 g e
2 T |Pisp “quotient ", —— T |Pisp “quetient ", ——
ST W Etertirll |
2) @) Ouvrir une nouvelle pageableur & listes. 12 RAD AUTO REEL [
Dans la cellule grisée de la colomhginscrire la formule : : T
=seq(t,t,0,30)qui va faire apparaitre la liste des entigl_" an prermier I
de 0 & 30 (on peut nommer cette colonne =seqtt,0,30) |=2%E[]+ -1
Dans la cellule grisée de la coloni inscrire la 0 1lalse
formule :=2"(a[]+1) — 1 qui nous donne les valeurs gg ] =k
pour n de 0 & 30 ( on peut nommer cette colanie fue
Dans la celluleCl, inscrire la formulesisprime(bl) puis 2 7 [true
la recopier jusqu'aC31l: si la réponse est «false » | 3 15lfalge
nombreq; n'est pas premier et si la réponse est « true 4 21 lrue
est premier. fe
qn
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Ainsi, on peut constater qug est premier poun =1;n=2;n=4;n =6 etn = 12 (les suivants étant
n=16,n=18 etn = 30).

b) Pour calculer le nombre de diviseursadet la somme de leurs inverses, on fait fonctiotm@rogramme
précédent avec comme argumemtsy, .... On obtient les résultats suivants :

a & a a4 3 a1
nombre de diviseurs 4 6 10 14 26
somme des inverses 2 2 2 2 2

On peut donc conjecturer que tous ces nhombresesoditvision harmonique, que la somme des inversss d
diviseurs vaut toujours 2 et que le nombre de divis semble étra 22.

Partie B
. L R o . J:_ p+1 . 2p
3) Sip est premier, il possede 2 diviseurs, la sommerdesses vaut 1 S etle quotlent—+1.
p p
Sip = 2, ce quotient valg et n'est pas entier ; pi> 2, ce quotient est simplifiable par 2 et v P
E(p+1)

qui n'est pas entier cgp n'est divisible que par 1 etdonc pas pa% (p+1).
4) a)L’ensemble des diviseurs dgest : {& pourk variant de 0 &} O {2*q, pourk variant de 0 &}.

b) L'ensemble précédent contenant2() éléments, si la somme des inverses vaut Qrigrea, est donc
en division harmonique.

¢) Montrons que gi|, est premier, la somme des inverses de ses digisaut 2 :

k=n n+l
Onas;= ik = [1— (%) ] Si on noteSla somme cherché8yvaut alorsS=S; +qi S.
k=0 2 "
+ + n+1 n+l _
Ona doncszq”—lsl.Comm(—:‘ona:qn L nz+1 etS =2 2—+11 ,
a, a, 2" -1 2"

on a bienS= 2.
Les conjectures de la questidnb) sont donc bien validées.
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