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1. Le sujet

1. L’exercice proposé au candidat

Soit f une fonction dérivable, strictement positive etcetment croissante sur [0; 1] ef)(sa courbe
représentative dans le plan rapporté a un repénermrmal d’origineD. On notel le point de coordonnées
(1; 0) et on noteA la portion du plan comprise entre la courl®, ('axe des abscisses et les droites
d’équationsx = 0 etx = 1. Le but de I'exercice est de prouver I'exisem’'un unique réelr appartenant a
l'intervalle [0 ; 1] tel que, sA est le point de) d’abscisseaz, le segmentlp] partageA en deux parties de
méme aire.

Pour tout réek appartenant a l'intervalle [0 ; 1], on ndikle i? AaREIEREES I
point de coordonnées {f(x)). 7
On désigne pag la fonction qui a tout réet appartenant a g)

[0;1] associe I'aire du domaine limité par la droit),
I'axe des abscisses, I'axe des ordonnées et |bedy.

1. Pour toutx appartenant a l'intervalle [0 ; 1], exprimg(ix)
en fonction dex.

oz

0.2 0.05
»

2. Etudier les variations de la fonctigrsur [0 ; 1].

1
3. 1.Par des considérations d'aires, montrer g(@<%j0f (t)at.

3. 2.Démontrer gu'il existe un unique réglppartenant a [0 ; 1] tel qgéa) soit égal a la moitié de l'aire
deA.

2. Le travail demandé au candidat
Le candidat rédigera sur ses fiches :
» Sareéponse a la questiBule I'exercice.
* Un ou plusieurs exercices se rapportant au thémggration ».

Le candidat présentera au jury :
* Le contenu de ses fiches.
» Les méthodes et les savoirs mis en jeu dans I'exeerc

2. Eléments de correction

L’exercice proposé est un exercice de réinvestisgémortant d’'une part sur la notion de fonctiofirdé
par une intégrale (questiofiset 2) et d’autre part sur le théoréme des valeurs intdiairés (questior). Il
peut étre posé dans une classe de terminale ficjeeti

Méthodes et savoirs mis en jeu dans I'exercice
Savoirs

 Connaitre le lien entre une intégrale et l'aire ssda courbe d'une fonction continue et
positive (questiorn).
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Connaitre la propriété d'additivité des aires. Ipessiong(x) =_|: f(t)dt +%(1— x)f (x) semble en

effet la plus naturelle pour exprimer l'aire du dune grisé, en considérant ce dernier comme
réunion d'un domaine sous la courbe et d’'un triangl
Savoir dériver une fonction définie par une intégret pour cela savoir quégtant une fonction

continue sur un intervalleeta appartenant & la fonction définie sur par : X+ Ixf (t)dt est une
a

primitive de la fonctiorf sur I'intervallel (questiorn?).

Connaitre l'inégalité de la moyenne (qui fourni‘riaélgalitéf(O)SEf(t)dts f(1) utile mais non

décisive dans la questi@ 1).
Connaitre le théoréme des valeurs intermédiaipasstion3. 2) et savoir en verifier ses hypotheses.

Méthodes

Etudier les variations dgsur [0 ; 1] en exploitant le signe de sa dérivée.

Interpréter des aires en termes d'intégrales efpeoen géométriguement ces aires pour obtenir des
inégalités.

Lorsqueh est une fonction continue et strictement croissaateun intervalled ; b], on peut mettre

en évidence I'existence d’'une unique solution dansb] de I'équationh(x) = 0 si on prouve que
h(a) eth(b) sont de signes contraires.

3. Apport de la TI-Nspire

a. Apports proposés

Résolution assistée par le module de calcul formel
lllustration de I'exercice a I'aide de quelquesrapées.

b. Résolution a 'aide du calcul formel

Ouvrir une page€alculs. Définir la fonctiong :

a(x)= jo f(t)dt +%(1— x)f (X) et la dériver.

Question 2. L'expression fournie par le logiciel attire = Tormring B
I'attention sur le réle important de I'hypothése amtinuité : _ (Loclre)  TE7TRE
\ o . . Define g(x)— ()‘(!)Jdﬁ

def sur [0 ; 1] : cette hypothése justifie qli f(t)=f(x), il o 2

X a d
s'agit 1a de la dérivée de la fonction [ f (t)dt . Llebd) A1)

IO ax ax —f{LJHim[;‘(f):l

1 2 2 tox

L'expression attendue esgf(x)zi(f (x)+@-x)f'(x). |
Pour tout réelx de lintervalle [0; 1], g'(x) est la demi s

Fi RAD AUTO REEL [ ]

somme d’'un terme strictement positif sur [0 ; 1H®in autre
positif sur [0 ; 1]. La fonctiorg’ est strictement positive sur
[0 ; 1]. La croissante stricte desur [0 ; 1] en résulte.
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Question3. Calculer les valeurs dpen O et en 1.
L’énoncé attend une justification géométrifde I'inégalité

stricte g(0)<%J'Olf (t)dt, par exemple :

Fﬁ RAD AUTO REEL [ ]
LL=1 W ¥

Le nombreM est valeur intermédiaire pofir - e 2 _+$:mfo f
Il existe c appartenant a l'intervalle ouvert 10 ; 1] tel que glo)

fo="0 1 (O); ), n

La courbe représentative de passe par le poinK de

coordonnée{c : MJ Le domaine sous la courbe 4;99E

contient le rectangle de formatx f(0) surmonté d'un
f(1)- £(0)
rectangle de formaffl— C)XT'

1R RAD AUTO REEL =

L'aire sous la courbe est supérieure ou égalesarame des st
aires des deux rectangles : elle est donc strictesupérieure
a I'aire du rectangle de forma f (0).

[RIGLE f(0)+(1—c)M> £(0).

Pour mémoire et en marge de I'étude de [I'exerci
proprement dite, nous en donnons ci contre unstifition. 0.2
—).:;.2@ 305

:

Si on pose :h(x)= g(x)—%f;f(t)dt, g est égale a la moitié de I'aire desi et seulement $i prend la

valeur 0. Orh étant strictement croissante et continue sur [0et dérifiant :h(0) < 0 <h(1), I'équation
h(x) = 0 admet une unique solutiandans l'intervalle ouvert 10 ; 1][.

Dans la questioB. 1, la justification plus commode d’une inégalitégar. h(0) < 0 < h(1) (par I'inégalité de
la moyenne) serait suffisante, puisque la quegiddemande de situer dans l'intervalle fermé [0 ; 1].

Le texte de I'énoncé mériterait d’étre modifié ensens.

! La fonction t > f(t)— f(O) estcontinue positive etnon identiquement nullsur [0 ; 1] puisquef (1)— f(O)>O en

. . . 1
vertu de I'hypothése de croissance strictd.dgon mtégralﬁ(f - f(O))dt :Iof (t)dt - f(O) sur le segment [0; 1]

est par conséquerstrictement positiveLe théoréme sous-jacent n’est pas au programsieldgses de terminale.
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Avant de quitter la pag€alculs et en vue de lillustration

FAD ALUTO REEL

graphique suivante, définir explicitement une factf

Definef(x)=ex|0£x£1 Terming

satisfaisant les hypotheses de I'énoncé. La foncti
exponentielle est un tel exemple. C’'est cette fonct que
nous avons choisie pour l'illustration graphiqud’drercice.

gle)

Pour information, on peut dans ce cas faire affich
explicitement I'expression de la fonctigret ses valeurs en O

e -1
{elolela)} _

etenl.

g

17

b. lllustration graphique et étude d’'un exemple

Ouvrir une pageGraphiques & géométrie. Représenter
graphiqguement la fonctiorfy(x) = f(x). Créer le point
d’intersectionO des axes de coordonnées ainsi que le point

de coordonnées (1 ; 0). Calculer I’intégrﬁé (t)dt (nombre

1,72 lorsquef est la fonction exponentielle et le réglag
d'affichage des chiffres estottant 3). Créer le segment]]
et un point noté x sur ce segment. Construire
perpendiculaire era I'axe des abscisses et ndi#éson point
d’intersection avec leGraphique f1. Créer le trianglelxM
(remplissage gris). Calculer (remplissage grisiyd’aous la
courbe duGraphique f1, limitée par le graphique, I'axe des
abscisses, I'axe des ordonnées et le segmBit(fed7H5)
puis cliquer successivement surGephique f1, le pointO et

li

i i

-0.20 0.05
»

RAD AUTO REEL

!

le pointx). Calculer l'aire du triangléxM. On obtient la
figure de [I'énoncé avec quelques
complémentaires.

Calculer de préférence l'aire grisée diminuée dmddtié de
laire de A. Le résultat représente le nombr

g(x)

le calculer en sélectionnant paayrb, crespectivement l'aire

—%j:f(t)dt. A cet effet, créer le texta+b—§ puis

1
sous la courbe, l'aire du triangle, et I’intégril)é (t)dt.

En déplacant le poink, on peut surveiller I'évolution du
résultat de ce calcul (-0,01 ci-contre). Tant queélsultat est
négatif, I'aire grisée est plus petite que la néode I'aire de

A, le réelx est plus petit quer. Lorsque le résultat est positif.[;7
>

I'aire grisée est plus grande que la moitié ded'ael, le

informations

RAD AUTO REEL

réelx est plus grand que.

Noter, sur les deux écrans précédents, une paticuldu logiciel :

affichée sans unité tandis que l'aire du trianght affichée

I'intégrale, qui est un nombrest
accompagnée de l'unité daire C’est

l'interprétation géométrique de l'intégrale en tgne mesure de l'aire sous la courbe qui donnesng aux

nombres affichés (0,456 puis 0,382).
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Revenir a la pageCalculs. Définir la fonction h:

h(x) = g(x) —%f; f (t)dt, déja évoquée ci-dessus.
La résolution numérique de I'équatitix) = O fournit une

valeur approchée de la valear recherchée. Stocker cette
valeur en variable.

Remplacer dans la paGeaphiques & géométrie I'abscisse du
pointx par la valeua.

CAPES Mathématiques
m RAD AUTO REEL [ ]
A avea; 1 JL =

Define }Ilcxj=g(x)_§. J IHI)de Terming

= e-1
2

nSolvelile)=0) 0.331892

0.33189212879663 —a 0.331892

| “
10589

520 0.05
» o

RAD AUTO REEL

1.72

oz

c. Actualisation pour un autre exemple de fonctior.
Soit maintenant la fonction définie parf.(x)zé +2x2.

Définir cette nouvelle fonctiorf dans la pageCalculs. La

résolution numérique de I'équatidifx) = O fournit dans ce
casa = 0,5, a une erreur d’arrondi prés que I'on coestat

stockant dans la variabéela valeur trouvée.

Pour cette fonction, le logiciel affiche une expgien
explicite de h(x). Il s’agit d’'une fonction polynéme du

troisieme degré don(;— est effectivement I'unique zéro situe

RAD AUTO REEL

1 FR——
Definef{x:'=—+2-x2|o<_:x<_:1 erming
2

dans lintervalle [O ; 1].

Actualiser la pag6&raphiques & géométrie.

]
A
nSolvellel=0) 0.5
0.50000000000002 »a 0.5
f?(x:l x> z x 1
X L2x 1
3 4 3
=
6199
i 2] RAD AUTO REEL ]
k] ¥
b——
= )
1.17
-ZE-14
M
(.33 |
020 005 \ x(0.5,0) 7 13
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4. Conclusion

Dans I'hypothése ou cet exercice est I'objet d'seance de travaux dirigés dans une classe de tdemin
scientifique, I'usage de la calculatrice peut imggrir a divers moments de I'exercice :

En début d’exercice, une illustration graphiqueéttoprojecteur (sans préciser la fonctiaoisie)
favorise la compréhension de la question que l®propose de résoudre. Cette illustration a pour
objectif de susciter des conjectures a propos #ariation de la fonctiog.

Un usage du module de calcul formel intervientgtlen fin d’exercice, en phase de synthése, pour
valider (ou non) les résultats obtenus, a moinsagutains éléves n'y aient recours plus t6t de leur
propre initiative. On pourra notamment faire expég pourquoi la calculatrice affiche le résultat
« inattendu »linl f(t) dans I'expression de la dérivée glet faire expliciter I'nypothése de I'énoncé

qui permet de préciser cette limite.

L'étude d’'un exemple simple (fonctidra choisir) contextualise la situation étudiée apagsreuve
de I'existence der dans le cas général. Le cas de la fonction expimtientonduit & une résolution

numérique approchée de I’équatiog(x)—%j:f(t)dt:0, résolution dont la calculatrice se

chargera. Le cas de la fonction définie p'e(rx)=5+2x2 conduit a la mise en évidence d’une

« solution remarquable » que les éléves peuverdusr algébriquement, cette fois sans l'aide de
leur calculatrice.

Sur ce sujet, le jury n'attendait pas expressémestcandidats une utilisation de calculatrice. iEmgon de
passage d'oral, un candidat au CAPES peut cepemrggtyer sa résolution de la quest®soit par une
illustration graphique, soit par un usage a boneesdu module de calcul formel, de maniére a raettr
valeur ses compétences en communication.
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