Komplexa tal

Komplexa tal stotte vi pa redan i kurs 2 i samband
med I6sningar till andragradsekvationer. Detta ar
startpunkten for denna ganska omfattande aktivitet
om komplexa tal, som behandlas i kurs 4.

Aktiviteten kan anvandas av eleverna som en repe-
tition av momentet komplexa tal eftersom det finns
beskrivande text pa anteckningssidor.

For att kunna gora berdkningar pa komplexa tal har vi
stallt in pa rektangulart format under dokument-
installningar. Nu kan vi t.ex. berdkna roten ur ett

negativt tal.
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Sid 1:

Visa att ekvationerna pa sid

1 saknar reella |6sningar
genom att plotta funktionerna.

fl(x)=x2+5
f2(:(]:'f2+4- x+5
1

v
-10.19 -0.96 1 9.81
Sid 4:
— 7
Division Absolutbelopp

Fo att forsa hur division fungerar sa ska vi
forst introducera tva nya begrepp fér
komplexa Ia\‘|

Konjugat

Ni kommer val thag konjugatregeln,

(a+b)- (a—b):az—bz, som ar valdigt
anvandbar nar man ska férenkla algebraiska
uttryck. Om wi har ett komplext tal a+bi sa
ar konjugatet till detta tal a—b¢. Om man
t.ex har ett komplext tal 3+2i sa kan man
bergkna konjugatet med instruktionen
conj(3+2 i) » 3-2-4.

Skillnaden mellan talet och dess konjugat &r
att imaginardelen har omvant tecken.

Det finns ett antal funktioner, bl.a. konjugat,
for komplexa tal | verktygsladan under
Talierktyg for komplexa tal.

Begreppet torde vara bekant sedan tidigare
|arzd] » [iz |32 - [12
Absolutbeloppet ar alltsa avstandet fran
origo till det komplexa talet i talplanet

Multiplikation ger: (3+2- i)‘ (3—2- i) 13

Allmant: (a+b i) (a=b- i) » %452

Nar man dividerar sa farlanger man braket
med kaonjugatet av talet i namnaren.Da
farsvinner den imaginara delen dar. i far
13 i namnaren och sedan aterstar bara en
multiplikation av uttrycken i taljaren

0 11
[

—-—1

34200 3-24 13 13

4-1  3-210

a4
Direkt berakning ger:
3

Ett antal rakneoperationer for komplexa tal finns i
dokumentverktygsladan under Tal/Komplext. Dar

finns bl.a. konjugat, realdel,

imaginardel, absolut-

belopp, vinkel for polara koordinater osv.

conj(3+2- i)
real[_HZ- i}

imag(3+2- i)
[342- 4]

angle(3+2' i]

angle{3+2- i]

T

P
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tan”

2
3

0.588003
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Sid 5:

| kalkylarket har vi matat in nagra komplexa tal i
kolumn A med variabelnamnet "tal". | kolumnerna B
och C har vi sedan berdknat realdelen och imaginar-

delen av talen. | graffénstret har vi sedan plottat de

komplexa talen i talplanet som ett spridningsdiagram.

Skriv gdrna in ett nytt tal i kolumn A. Rad 6 ar divi-

sionen pa forra sidan.

7
al_
| kalkylarket har vi matat in ndgra kemplexa tal i
kolumn A med variabelnamnet "tal". | kolumnerna
B och C har vi sedan beraknat realdelen och
imaginardelen av talen. | graffonstret har vi sedan
plottat de komplexa talen i talplanet som ett
spridningsdiagram. Skriv garna in ett nytt tal i
kolumn A. Rad 6 &r divisionen pa forra sidan.

1+2-¢

® |~ tal E realdel C imaginardel i 51 {;f‘-f‘ealdél =
= =real(tal) =imag(tal) imgiid —
1(1+2-2 1 2
2 |-1-3*% -1 -3
3 |4+2%¢ 4 2
4 |-2% 0 -2
5 |(1+0)*(1-0) 2 0 ! Re
5 |(4=i)/(3+... 10113 -1113 o

IZHESEVES - .

(realdel,imaginardel)

Sid 5-6:

Har visar vi hur man kan representera komplexa tal

som vektorer. Vi har definierat tva komplexa tal u och

v. Det gbr man med instruktionen :=. Sedan har vi

utfort berakningarna u+v och u-v.

[ ———————————————————— |

Komplexa tal kan, férutom som punkter,
ocksa representeras som wvektorer som
borjar i arigo.Qm i kallar det komplexa
talet for z sa ar \z\ absolutbeloppet av talet,
Det ar ocksa lika med langden av vektorn,
Wi definierar nu tva komplexa tal

w=2+3 ¢ » 2430 wi=A+Z o0 A2 T
UtV 6+5 7

Fo att fa ett approximativt varde pa vektorns
langd, hall ned Ctrl-tangenten nar du
trycker pa enter,

forv| = Jo1  fusv] - 7.81025

Om man ska berakna u-v sa kan man
skriva u+(-v), dvs man adderar u med -v.
ut-v - -2+

|ufv‘ - j? ‘ufvl * 2.23607

Im

uAv

ke

I —
Pa forra sidan subtraherade vi
tva komplexa tal v och v, Vi
tittar pa den geometriska
konstruktionen med vektorer
en gang tHl:|

u-r 230

VoA

u-v * I+

e

(‘ufvlz 12+22 )

Ur figuren till heger kan vi nu
se att ‘ufvl ar avstandet
mellan u och v.

—y

Problem 2

Sid 1:
| problem 2 6vergar vi nu till poldra koordinater. Vi har
i dokumentet anvant installningen radianer.

| ——————————————————————— |

Komplexa tal i polér form| Im

| férra problemet visade wi hur komplexa tal
kunde representeras som punkter och med
vektorer i det komplexa talplanet. Koordinaterna
var rektanguldra. Nu ska vi arbeta med s.k
poléra koordinater for att representera komplexa

tal.
. . . . 2.,2 z=q+b i
Avstandet fran origo till punkten z ar Ja“+b
och vi ser ocksa att -
a . b . 1
cosv=— = a=r-cosv sinv=— =b=r-sinv Re
- - 7
Vi kan da skriva det komplexa talet z pa polar 1 7
form som

z= r(cos v+isiny)

dar r=|z| och v=arg z

(I TI=Nspire anvander man beteckningen angle(z)
for vinkeln.)

Sid 2-3:
Har visar vi hur man kan konvertera det komplexa

talet 5+3i till polara koordinater. Observera att
berdkningen av vinkeln v ger det exakta resultatet

De trigonometriska funktionerna pa TI-Nspire nar du
direkt fran tangentbordet genom att skriva dem.

tanl(gj kan du direkt skriva som arctan(3/5).

Langst ner har vi skrivit in talet pa polar form och
tryckt pa enter. Vi far da tillbaka talet i rektangular
form eftersom vi har den installningen i dokumentet.

e
Om vi nu tittar pa det kemplexa talet wvi har i =
graffonstret till hoger sa kan vi nu uttrycka det med
polara koordinater. | rektangulara koordinater ar det
5397 - 530

r=5+3¢| » [H och

angle(5+3- i) ’ tan"(%

angle(5+3-i) » 0.54042 approximativt
Vi har raknat har i radianer. s -
b
1
Re
Y l

Det komplexa talet kan da skrivas som

exakt

z=/34 + (cos 0.54042 + 7+ sin 0.54042 )

Om vi matar in detta uttryck | en matematikruta och
trycker pa enterﬁér vi som resultat tillbaka den
rektangulara formen,

[34 - (cos(0. 54042+ sin(0.54042)) > 543 7

Med instéllningen polara koordinater far vi talen pa
Eulerform:

1+ i

1+/3 ¢ im
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I o o . .
Vi gor nagra berakningar med polara Im Tva exempel pa mU|tIp|IkatI0n

koordinater

; |
Wi har det kompexa talet

” . Wi ska nu visa multiplikation med ett exempel,
2'(CDS(_)+"S'H(_))‘ Vi har de komplexa talen 1+4 och 1+i. Multiplikation ger (1+4) (1+§) » 24

Skriv det med pa formen a+b-i. (1.)5) Absolutbeloppen: [1+i] » 2
3¢ Vinklarna: angte(‘l*-i) I
Direkt berakning med TI-Nspire ger 1 4
™ o - . . moml, (T i
2 cos(—)ﬂ”sm(—) » 1430 i far Eﬂ cos|—+—+i-sin[—+—|| 2‘r|
3 3 1.0472 rad Re 4 4 4 4
Wi kantrollerar att det stammer: 1 Stammer med berakningen vi gjorde med rektangulara koordinater,

r2

Awstandet fran origo till talet: ‘Hi‘ ,ﬁ

Vikeln: angl(1+i () - & Ett exempeltil;  (3+) (2+2:4) » 2.3 -2+(2- 3+2) ¢

absolutbeloppen: |J§+i =2 \2+2-i\ v 2j'2_
n nA7
5 *1.0472) Vinklarna angte(ﬁﬂ') g ; angle(2+2-4) » %
5 4
= o T T = =
222 —r—frisinf=+—|| > 2 (3 1)+ 2 ([ +1) i
r(cos('s 4):5”1(6 4]) 2(fz-1)+2(f3+1)
Sid 4-5: Stammer ocksa med berakningen vi gjorde med rektangulara koordinater. =

o ———————————————————————————————————————— |
Multiplikation och divisﬂgn av komplexa tal i poléar form Sid 6:

Vi har tva komplexa tal u och v. Vi ska nu berdkna v v. Vi definierar nu talen v och v som

u=rt-(cos{vi)+i-sin(v1)) Mad hander om vi multiplicerar talet med i?
w2 (cos{i2)es sinfu2) Vi far en vridning 90 grader &r vénster.

uv 12 (cos(v1) cos(v2)-sin(v1) sin(w2))+r1 12 (cos(v1) sin(v2)+sin(v1) cos(v2)) i

Vi far ett langt uttryck men vi kanske kanner igen uttrycken fér realdelen och imaginardelen -

fran additionssatserna fér sinus och cosinus: . E = Im

ha\et 1+f har absolutbeloppet |1+i

> » coslv1) coslv2)—sin(v1) sin(v2
IExpand(cog(vHvZ)) cos(v1) coslv2)-sin(v1) sin(v2) och argumentet angte(‘lﬂ') VI
IExpand(Sin(vHvZ)) » cos(v1) sin(v2)+sin(v1) cos(v2) 4

Mad hander om vi multiplicerar talet med {

Nu kan vi skriva om utrycket for u-v pa ett enklare satt: som har abs[o[urbe[opp;r M * 1 och - ! f‘x
u'l/=r1'r2'[cos(v1+|12)+£'sin(|/1+|/2'l‘]' argumentet 3”9"9(’-) " ; ? i e
z
Absolutbeloppen multipliceras alltsa och vink;ama (argumenten) adderas vid multiplikation Vi ufér muliplikationen &- (1 +!,) L qeg Re
ur i
av komplexa tal, Vid division s& blir det ::E~(cos(vT—vZHz"sin(vT—vZ?I‘ Absolutbeloppet: [-1+4] » [2° ! 1
Man kan visa det pa samma satt som vid multiplikation. Argumentet: angle(-1+4) + 2z
~ 4
Absolutbeloppet &r detsamma men
. . . N T . o e e . as ) moo3m
Har visar vi multiplikation och division av tal i polar argumentet (vinkeln) okar med — ill ==
form. Man utnyttjar da additionssatserna for sinus Vi skriver om i polar form:
o o . Vad hander om man istallet dividerar med i7

OCh COSlnuS J’2_‘1 ‘| cos] z*; +2°Sin :*E vl Undersok defta pa samma satt som vid I

multiplikation?

cos(vy +v,)=cos(v,)-cos{vy) —sin(vy)-sin(v;) Om vi dividerar (1+i) med i, vad hander da? Be

sin(v; +Vv,)=cos(v;)-sin(v,)+sin(v,)-cos(v,) eleverna undersoka.

| TI-Nspire finns verktyg for samma ihop och utveckla Sid 7:
trigonometriska uttryck: har ser vi ocksd vad som hander nar man multiplicerar

med -1 och nar man tar konjugatet.

e |

tExpand(sin(v! +v2)] cos(vl ) sin(vz]-*—sin(vl ) cos(vz)
Im
tCollect{cos(vI]- sin{v2]+sinlv1)- cos{v2}} sin[vi +v2}
tExpand(cos(vHvZ)) cos(vl)- cos(vz]*sin(vl)- sin(vZ) ] b
tCollect{cos(vI ) cos{v}!}—sinlvl ) Sin{vZ}} cos[vl +v2} E
i-(2431)==3+21 %
| / \s~
ey N :1( 7 fad Re
v 1
s
7 AY
’ \
’ v
7 \
’ \\’_
-1+ (2+31)=-2-3s f. | T
Samma sak som pa forra sidan men vi visar ocksa vad som hander ndr man multiplicerar =
med -1 och att konjugatet (conj(2+3 i) » 2-3- i) ar en spegling av z i reella axeln. I
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Sid 8-9:
Har harleder vi de Moivres formel med hjalp av
formlerna for dubbla vinkeln.

Potenser av komplexa tal —de Moivres formel

Lat 0ss saga att vi har ett komplext tal z=r (cos(a)*ri-sm(a)l‘ Vad hander om vi kvadrerar?
(- (cos(a)si-sin(a))? » [(cos(e)2(ain(=))2) 12+2-sin(e) cos(a)- 21

Har kanner man igen uttrycken for dubbla vinkeln:

css(E‘ a)=(cos(a))27(sin(a))2 och sin(2m=2‘ sin(cr)- cos(a)

Har anvander vi nu TI=-Nspires instruktion tCollect for att skriva om uttrycket:

t(:ouect(r2 ((cos(a))zf(sm(a))a(z sin(a) cos(a) i)” +cos(2 ) r2+sin(z a) 12 il

Vi kan skriva om detta som rz-(cos(Z-a)ﬁ‘sin(Za))

Vi provar numed 2>

tCoHect(rz‘(cos(Z‘a)‘rz"sm(}c{))-r‘(cos(a)ﬁ‘sm(a))) " cos(}n)‘r3+5m(3‘a)-r3‘i

VA skriver om och far: ra-(cosbu)*i‘ Sm(Ba)_)

Detta leder till de Maivres formel mycket anvandbara formel

z":,—”-(cos(n-a)+i'5i"(”"")

Sa har blir det for nagra potenser av z dar

AT e
z=cos| = |+i-sin| =
(GJ (6)

Y

Till hoger visar vi de komplexa talen

22223, 2% och 2° |
T[ T 3

dar z= cos|—|+#"sin[— 4 z
6 6 2

Konvertering av z till rektangulara
koordinater: z

1 =
8

Re

L~

N -)“ REIRER
2 2 '
8

Vinkeln for Zq‘angle(i-i-—‘ z') r—_
2 2

Vi beraknar z# (

Stammer om man tittar pa figuren.

Be eleverna att berdkna z*° dir z =1-i genom att
anvanda de Moivres formel.

(Svar 32-(cos(—7 /2)+i-sin(—z /2)) eller -32i.)

Problem 3

Sid 1-2

Har anvander vi de Moivres formel for att I6sa en
ekvation med en potens av z. Vi kontrollerar med den
exakta I6sningen med instruktionen csolve.

I ————
3 . N =
Los ekvationen z@=27¢. Svara pa formen n=0 ger
atbi | ). (= 33 3 .
21=3" |cos|—|+i* sin|=]| » z7= o
Vi skriver om z pa polar form é é 2 2

z=r (cos(v)ﬂ" sin(v)l som ger n=1 ger
2= (cos(Sv)H sm(Sv)) enligt de
Moivres fomel

o 2m| .  [m 27
z2=3" |cos| —+——|+i" sin|—+——
6 3 6 3

23 ar ocksa lika med

- LA b
27+ 1=27" |cos|—|+i" sin|—|| * true
2 2

Om vi trycker pa enter far vi svaret
"true" som betyder att likheten stammer

Detta betyder att: Direkt berdkning med instruktionen csoive:

or
73227 som ger r =3 och att CSD]VE(7:27‘ 1,7
ks T 2m >
3v=—+n- 21 SOM ger y=—+n —
2 & 3

Vi ser att det stammerl Se nasta sida dar vi
visar den geometriska losningen.

(<]
<

2
.'Z’\\\ L \
'] 1
\‘ s J/
~ e Re
0l5
v 1
\ ,‘
\‘ ’
lr
4
A} ,’
N
\\ ’l‘
N CEE

Geometrisk I6sning med vektorer

Sid 3-4:

En smart |0sning av problemet &r att rita “kurvor” i
parameterform med s.k. diskret visning. Parametern t
motsvarar har nilésningen pa sid 2.

F('iljﬂjupning:

Nu visar vi en listig grej man kan gora fér att visa [6sningarna till ekvationen pa forra sidan.
Man anvander sig da av ekvationer i parameterform och skriver sina parameterekvationer sa
har.

l Tiome
3 2
yl(z)=27 < - sin!
3

0=t=2 tstep=1
Vi ser lgsningarna i hérnen pa triangeln.

Wi har i samma graffonster ocksa ritat l6sningarna till ekvationen P64, Losningarna ar
hornen i den regelbundna sexhérmingen.

Under attribut har vi har stallt in diskret punkt-
forbunden visning. Stalls in under attribut om man
"pekar” pa “grafen”. Losningarna ar hornen i den
liksidiga triangeln. Har finns ocksa I6sningarna till

2% =64.
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Ovrigt:

pa
http://www.thinkib.net/mathhlsl/page/16876/algebr
a-functions-equations

finns ett annat dokument (pa engelska) du kan ladda
ner. Handlar om en del av de saker vi tagit upp har.
Det finns en kort video som beskriver vad man kan
gora.

L o e e e P e e e e e s |
Imag

Continuous
|-0.32+0.35- i

: =0.478

i arg(-0.32+0.35 i
Real} —2.316
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