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Statistique et probabilité au lycée :
quelques compléments de formation a l'usage des
enseignants

Il n'est pas question ici de faire un cours de @bdlié, ni méme un cours de statistique : il elstex
d'excellents (voir la bibliographie). L'objectif des quelques pages est de montrer qu'il est peosiEh
démarrer avec quelques éléments... sachant dalidya bien évidemment un temps d'approfondissement

Les programmes de college et de lycée font aujouirtd part belle a I'enseignement de la statistiqualors
il faut bien s'y mettre ! Voici quelques citatiogai doivent nous aider & comprendre les enjeuxetee ¢
formation.

Quelques citations officielles
1. Lu dans le rapport de la commission Kahane (2002

« Pour comprendre l'actualité, une formation a tatistique est aujourd’hui indispensable ; c’est un
formation qui développe des capacités d’analysdeesynthése et exerce le regard critique. Le langag
élémentaire de la statistique (avec ses mots telsmipyenne, dispersion, estimation, fourchetteoteage,
différence significative, corrections saisonnierespérance de vie, risque, etc.) est, dans toupdes,
nécessaire a la participation aux débats publitsonvient donc d’apprendre ce langage, ses regies
syntaxe, sa sémantique ; I'enseignement de |stigake etant, par nature, associé a celui des pilabs, il
s'agit en fait d’'une “ formation a I'aléatoire ". »

2. Lu dans les programmes officiels

« ... linterprétation fréquentiste est tres impteapour les applications des probabilités danssideations
de la vie courante. Elle permet en outre de domner justification des calculs de probabilités ddas
expériences a deux épreuves. L’approche fréquentistige que des fréquences soient observées
expérimentalemer{programme de 3.

» L'esprit statistique nait lorsque l'on prend c@rste de l'existence de fluctuation d'échantillgena
(programme de lycée

* Le choix est d'aller de l'observation vers la @migalisation et non d'introduire d'abord le largag
probabiliste pour constater ensuite que tout seepasmme le prévoit la théolidem).

* Le lycée a pour perspectives d'acquérir une egpéd de l'aléatoire et douvrir le champ du
guestionnement statistique, de voir dans un caglsioe qu'est un modéle probabiliste et d’aborel@alcul
des probabilitégaccompagnement des programmes de sechnde

* Modéliser une expérience aléatoire, c'est lui @esoune loi de probabilit§accompagnement des
programmes de premiére ES et S

 L'éléve devra étre capable de poser le problénadiquation a une loi équirépartidem).

Former a l'aléatoire ! Voila les enjeux ! Le hasatdst quoi ?

Le lecteur curieux pourra lire l'introduction gusiit & son cours de probabilité en 1912, H. Roé(facile

a trouver en tapant "cours de probabilité de Po@ita

En ce qui nous concerne nous allons simplementu&roguelques éléments qui doivent permettre a tout
enseignant de mathématiques de s'attaquer a eetite ¢u cours.

Le statisticien, pour répondre a une question conwnt une population, ne dispose, en général, quesd
informations relatives a un échantillon de cette pdation. Comment peut-il, a partir de cette infoation
partielle, apporter des éléments de réponse poutfil gapit possible de prendre une décision pour
I'ensemble de la population ? Répondre a cettenikne question, tel est I'enjeu de la statistique
inférentielle dont les outils sont la théorie deestimation et celle des tests d'hypotheses.
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I. Généralités

A partir d’'un échantillon, on veut « estimer » la vale@r (inconnue) d’'un paramét@de la population de
laguelle est issu I'échantillon (supposé obtenuymaéchantillonnage aléatoire avec remise).

Pour cela, on modélise la situation, en supposasttqus les individus de la population ont la méme
probabilité d’appartenir a I'échantillon, et on stmuit unestimateurnotéT.

T est donc une variable aléatoire qui, a chaquenditiba, associe la valeur noté@ du parametred
correspondant a cet échantillon : cette valeuruestestimation ponctuellede 6 (c'est la réalisation de
I'estimateurT obtenue a partir de I'échantillon observé).

On étudie alors les propriétés des estimateuss, cart quadratigue moyen, convergence...

I1. Propriétés d’un estimateur

1. Biais d'un estimateur

On dit queT, estimateur d’'un parametfe est sans biais si son espérancé.est

De fagon plus générale : le rédgT) — 6 est appeldiais de T notéB(T) : B(T) = E(T) — 6 ou E(T) est
'espérance d&.

Autrement dit, un estimateur est sans bieigle biais nul) si, en « moyenne » le résulta@¢atitrement dit,
si la moyenne des estimations obtenues a partowele échantillons e8).

Remarques :

* Le biais d’'un estimateur peut dépendre de leetaitle I'échantillon ; dans ce cas si la limiteR{@,) est O
lorsquen tend vers l'infini on dique T, est asymptotiquement sans biais

» Lorsque I'on a le choix, il vaut mieux un estimateans biais... quoique... un estimateur ayant unt peti
biais mais une «variabilité » réduite est « meille qu'un estimateur sans biais mais avec unedgran
« variabilité », d'ou la nécessité de creuser un.pe

2. Ecart quadratique moyen

Si T est un estimateur d’'un paraméirde réelE((T - 08)?), notéEqn(T) est appelé&cart quadratique moyen
de T : Egm(T) = E ((T - 8)%) = V(T) + (B(T))? (cette derniére égalité s’obtient par un caldilisant la
linéarité de I'espérance, la définition de la vada et du biaisV(T) est la variance dg).

Autrement ditEqm(T) est «la moyenne des carrés des écarts entréalaé et I'observation sur les
échantillons ». Ce réel positif mesure l'efficacd&n estimateur: plus il est petit et plus I'esditeur
donnera des résultats proches de la réalité...

On choisira, en régle générale, parmi tous les mteurs possibles, celui qui a le plus petit écart
guadratique moyen.

3. Estimateurs convergents

Un estimateur dépend, en général, de la taitie I'échantillon ; dans ce cas on dit qu’il estwergent si :
lim P(|Tn —9| <s) =1. Ceci nécessite la notion de convergence en pilibadt c'est pourquoi nous nous

n - +oo

contenterons du cas particulier des estimateurs lsiais ou asymptotiquement sans biais et, dacagea
convergence de est équivalente & lim (V(T,))=0.
n - +o

n

III1. Construction d’estimateurs

Pour construire un estimateur d’'un paraméydl est possible d'utiliser des méthodes plus ooing
empiriques (I'expérience permet d’avoir une boroeide I'efficacité de cet estimateur). Cependamy
pouvoir mesurer les qualités d’'un estimateur iltvaieux utiliser des méthodes plus mathématiquresis
allons en particulier citer ici laméthode du maximum de vraisemblance
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Soit une variable aléatoidédépendant d’'un paramé®edont je veux « estimer » la valeur.
Soit (Xg, Xy, .... , Xy) un échantillon aléatoire de taillede la variable aléatoig et (x4, X, ..., X,) Une de ses

réalisations. Je veux définir un estimat@&pide 6, qui me donnera, en I'appliquant>@,(une estimatior®

de 6. Le principe repose sur I'idée que ce que jaieré est ce qui avait le plus de « chance » de se
produire...

Soit la fonction notée’, appelédonction de vraisemblancealéfinie par :

P(X, =x,X,=X,..., X = si Xest discréte
Vi (Xe, Xo ey Xo) (=%, %= % X" ¥) .
f(x)* f(x)x...x f(x,)si X est continue de densitkE
L'estimateur dé® notéL, (L comme Likehood = vraisemblance) est celui quiééhlntillon obtenu, associe

0 la valeur deéb qui rend maximale la fonctiom (ou Inv, car In est croissante) ; il suffit donc d'étudaer
fonctionv de® (ou plus souvent Inf) ) pour trouver la valeur en laquelle elle admemaximum...

IV. Estimations ponctuelles des parameétres usuels

Supposons la situation modélisée : Yoitne variable aléatoire ave€X) = p etV(X) = ¢°.
On dispose d'un échantilloKXy( X, ...., X,) de taillen (n variables aléatoires indépendantes de méme loi que
X) et d'une réalisatiorx{, X, ..., X,) de cet échantillon.

1. Estimation d'une moyenne

On veut estimer, & partir des donnégsx, ..., X,), la moyenneg1 inconnue.

. e S se g 13 . .
La variable aléatoireX,, définie parX, = —Z X, est un estimateur sans biais et convergept de
i=1

Ceci permet donc de prendrai=

S|

x . En effet, il est facile de montrer qUE(X,) = E(X) = p et
i=1

lim (V(X,))=0 carV()?n):G—nz.

n o +o

2. Estimation d'une variance

On veut estimer, & partir des donnégsxg, ..., X), la variances? inconnue.

On montre que la variable aléatoi® définie par S’ = 1(Z(XI —)_(n)ZJ = (12 XfJ— X? est un
n\ iz ni=
. - ., n_l 2
estimateur biaisé d& : en effet,E(Sf) =—-oc".
n

En utilisant la linéarité de l'espérance on peutntnes que la variable aléatoir&'’ définie par

S'? _n-i S est un estimateur sans biaisafe; ce qui permet donc de prendi ;EZ(N -X)?. On
n

i=1
montre queS'? est aussi un estimateur convergent.

3. Estimation d'une fréquence

Nous voulons estimer la proportianinconnue, des individus d'une population possédaet certaine

propriété. Nous disposons d'un échantillon deetaillans lequel la proportion des individus possétant
propriété esf. Soit X; la variable aléatoire qui prend la valeur lisdividu numéroi a la propriété et 0

sinon (variable de Bernoulli de paramétye

. o e 13 . . .
La variable aléatoir&,, définie par :F, = —Z X, est un estimateur sans biais et convergent dee qui
i=1

permet donc de prendr@ =f|.

En effet il est facile de montrer qu&(F,) = et lim V(X,)= lim (Mj =0.

n - +oo n - +oo n
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V. Intervalles de confiance des estimations

Nous venons de déterminer des estimateurs d'unemmeyd'une variance et d'une fréquence. Chacoegle
estimateurs donne, pour I'échantillon considéré, vadeur ponctuelle du paramétre cherché (estimatio
mais les résultats sur la fluctuation d'échantiloge nous permettent d'affirmer que, méme avec des
estimateurs sans biais et convergents, il estlpesdiobtenir des estimations assez éloignées dialaé...

Bien sdr, nous savons que la probabilité que @stienation soit trés éloignée de la réalité ediléaimais
cela reste vague (que veut dire une valeur appeosdués le calcul de l'erreur ?).

Est-il possible de préciser cela ? Oui, par laamadiintervalle de confiance

Le but est, a partir de l'estimatidh obtenue, en appliquant I'estimateur a I'échanti#o en acceptant un
risque d'erreurrisque a, souvent 5 % ou 0,05 cgeuil de confiancel — a), de construire un intervalle
(aléatoire) qui contiendra presque sirement (sv@cdbabilité de 1 a) la valeur inconnué.

Nous allons donc construire, a partir de I'estioratbtenue, un intervalle qui contiendra ou nom¢ets ne

le savons pas, mais nous avons confiance !) le wiaeur de... la seule chose que nous savons, c'est que Si
nous faisons un tres grand nombre d'estimatioriéreiftes, seulememt % des intervalles de confiance
fabriqués ne contiendront pag!!

Nous allons uniqguement donner quelques résultats ygge moyenne et une fréquence ; dans ces depi cas

s'agit de déterminer un intervalle Ic (et donc @éal positife) de la forme Ic =9 —¢, 6 + ¢[ tel que
l'intervalle Ic contienne presque sdrement (trébablementp.

Il va de soi que va dépendre de, du risquea et de la loi suivie par la variable de dépéaet aussi de la
distribution d’échantillonnage.

1. Intervalle de confiance d'une moyenne

Soit X une variable aléatoire av&€X) = p et V(X) = ¢® ; on veut estimep & partir d'un échantillon de taille
n (n variables aléatoires indépendantes de méme loiXque(X;, X,, .... , X)) et d'une réalisation
(X, X2y +en 3 Xn)-

Si la variable aléatoir¥ suit une loi normale de paramétesto alors X, suit aussi une loi normale :

X ~~> N(u %) et doncz =2 "H 5 N(,1).
n

Ho

On peut alors calculer : € = t, % (ij ou ty veérifie : P(-ty £ Z <ty) = 1 - a ; malheureusement ceci

Jn
suppose que I'on connaissece qui n'est pas tres fréquent.

* Que se passe-t-il si on ne connait @as

n

: - 1 - . . . i
On estime alorso® par czz—l ()g —x)2 et on déemontre que la variable aléatoiredéfinie par
n—-1%=3

X, - . . R . . . N
T= ”8 B suit une loi de Studentra- 1 degrés de liberté ; on peut alors calcaleg = t, x (%j outy
o n
Jn
vérifie :P(-t, < T<ty) =1-q.
« Sin est assez grand & 30), alors quelle que soit la loi & X, suit "quasiment" une loi normale et pour
détermineke (ou plus exactemeny) on procéde comme précédemment.

* Sin < 30 et que I'on ne connait pas la loiXelors on ne dispose pas de méthode généraléaitame
nouvelle étude avec un échantillon plus grand !

2. Intervalle de confiance d'une proportion

Soit une population dans laquelle une proportiomconnue, d'individus possede une certaine p&tgron
y préléve un échantillon aléatoire, de tailléOn veut estimer, a partir de cet échantillonrlzpprtionr.
On détermine la proportidrdes individus de cet échantillon qui possédeptdpriété.
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Soit la variable aléatoire, définie par F, = 12 X, ou la variableX; prend la valeur 1 si l'individu n‘a la
i=1
propriété et 0 sinon (I'image de I'échantillon paest dond ).

n

Chacune des variables aléatoidgssuit une loi de Bernoulli de parametreet doncZXi suit une loi
i=1

binomiale de paramétres, (r) ; on connait bien son espéranne) (et sa variancenf(1 — 1)) ; il est donc

facile de déduire queE(F,) =T etV(F,) = -1
n

F. est un estimateur sans biais, convergent;dee qui permet donc de prendre =f.

En résumé : la fréquenck d'individus possédant la propriété dans I'échantilest une "bonne" (la
"meilleure" ?) estimation ponctuelle decar c'est la réalisation d&, estimateur sans biais, convergent, de
variance minimale, de

Ici, il va étre relativement facile de mesurer lzlifé de cette estimation. En effet, dans touscks la
variable aléatoirenF, suit une loi binomiale de parametras €) : déterminer un réel posité tel que

l'intervalle ]é —€, 0+ €[ contienne trés probablement la valewme reléve que du calcul de probabilité.

En réalité, on calcule le réglvérifiant I'égalitée = t, x (ij oua®=V(F,).

n

» Sinest petit, il est possible de faire le calcutgddirectement en utilisant la loi binomiale.

e Sinest grandr{ = 30) etnf > 10 etnf(1 — f) > 10 le calcul dd, (et donc dee) se fait en utilisant
I'approximation normale.

» Sin est grandr{= 30) maisf petit, le calcul d¢, (et donc de&) se fait en utilisant I'approximation de la loi
binomiale par une loi de Poisson.

Oui mais concréetement... ?

On se trouve, la plupart du temps, dans le deuxi@asecelui ol la loi binomiale peut étre approgbeieune

loi normale et l'intervalle est a peu pré{sf: -t, /M ; F+t /M} out, est le quantile * a de
n n

la loi normale centrée réduite.
On peut retenir que : 8i=5 %, alord, = 1,96 ; sia = 1 %, alorg, = 2,58 ; sia = 10 %, alors, = 1,64.

La marge d'erreut, /ﬁ , valeur approchée de Gl peut étre majorée paélt“T.
n n n

m

Cette majoration permet de calculempriori, la taille d'échantillon nécessaire pour étre";sdu niveau + o
d'atteindre une précision donnée po(@@ocument d'accompagnement des programmes dedsgcon

Remarques:
» Dans le cas d'un tirage sans remise dans une pofiafafinie de taille N, on obtient des intervallemn

- . . , f@a-f
utilisant les mémes formules que dans le cas avemise, mais en remplagan fa-f) par

n
Jfa—an—n

N_1 On constate, bien entendu, que, si n est "petit" rpeapport a N, le facteur
n a—

..., N=-n . . .
d'exhaustivité est tres proche de 1, et donc, dans ce cas, lemnialles de confiance sont les

"mémes", que le tirage se fasse avec ou sans remise

 Lorsque I'échantillon n'est pas aléatoire (mais faué, par exemple, a partir de la méthode des @t
il n‘est pas possible de déterminer un intervalle donfiance ; en réalité on fait, dans ce cas, comai...
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ANNEXES

Annexe 1: quelques éléments bibliographiques (liste subjective et non exhaustive...)

* Le jeu de la science et du hasard. La statisgéqle vivant. D. Schwartz ( Flammarion).

« Chemins de l'aléatoire. Le hasard et le risqus thaeociété moderne. D. Dacunha-Castelle (Flaiomar
» Simulation et statistique en seconde. Collectififdrsité Paris Nord) Inter-IREM.

» Enseigner les probabilités au lycée, CommissiorER IREM Statistique et probabilités.

* Les trois brochures de la Commission Inter-IREtatistique et probabilités » publiées par IAPMEP
(n° 143, n° 156 et n° 167).

» Enseigner la Statistique au lycée : des enjeux a#thodes (Commission inter-IREM « lycées
technologiques » n° 112).

« Des statistiques a la pensée statistique (IREMiolatpellier).

* Quelques ouvrages de cours dont : Statistiqueeinfielle. Ideées, démarches et exemples (DaudiobirR
— Vuillet SFDS - P.U. Rennes) et Eléments déssiigiie de JJ Droesbeke — Ellipses...

« L'induction statistique au lycée, P. Dutarte,iédi Didier.

Annexe 2 : quelques sites

* T3 France http://education.ti.com/

« Utilisateurs de TI-Nspirehttp://www.univers-ti-nspire.fr/

« Statistix :http://www.statistix.fr/

» SfdS :http://www.sfds.asso.fr/

* IREM : http://www.univ-irem.fr/ avec ses liens sless différents IREM dont celui de Lillettp://irem-
old.univ-lillel.fr/activites/

« APMEP : http://www.apmep.asso.frAvec ses liens sur les régionales et en particldiendtre
(http://apmeplorraine.free.jtl.

» Cours de Poincaré :
http://www.futuretg.com/FTHumanEvolutionCourse/F&étearningKits/01-MA-Mathematics/013-MA13-
UNO04-12-Probability%20and%20Statistics/Additionali®sources/Henri%20Poincare%20-
%20Calcul%20des%20Probabilites.pdf

 Travail de I'lrem de Basse Normandie sur la loMigvre-Laplace :
http://www.math.ens.fr/culturemath/histoire%20de&¥aths/pdf/LoidesGrandsNombres.pdf
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