Epreuve sur Dossier CAPES Mathématiques

ESD 2008 - 0630 : Suites récurrentes

Auteur du corrigé : Gilbert Julia TI-Nspired CAS

Avertissement : ce document a été realisé avec la version 1.6 de TI-Nspire CAS.

Fichiers associés : Graph Suite_rec ordrel CAS.tns (préchargé versign, £sd2008_0630.tns

1. Le sujet
L’exercice proposé au candidat
1) On considére la fonctidndéfinie su{O ; 1] par f (x) = izx :

a) Résoudre I'équatiorf (x) = x.
b) Montrer que pour tout appartenant {;O ; 1] , onaf (x) = x.

2) On considére la suitesf) définie par la donnée de son premier tetm@ppartenant io ; 1] et par la
relationu,,, = f(u, ) pour tout entier naturel. Montrer que la suiteuf) converge et déterminer sa limite.

Le travail demandé au candidat
Q1) Enoncer les théorémes et les outils mis en jeu B@recice.

Q2) Rédiger un énoncé détaillé de la quesiqour des éléves de Terminale scientifique.

2. Eléments de correction

a. Etude générale de I'exercice
L’exercice propose I'étude du comportement d’uniesdéfinie par récurrentedu type u,,, = f(u, )

L’objectif de I'exercice est de faire voir que, sdes hypotheses de I'’énoncé, le choix du terntalini’a
aucune influence ni sur le sens de variation nlessaomportement asymptotique de la suite.

Quelques propriétés deutiles (mais cependant insuffisantes) en vue éeide de la suite récurrente font
I'objet de la questiord. La questior? laisse l'initiative aux éléves dans I'exploitatides résultats trouveés.
Pour pouvoir conclure, ils doivent, de leur prophef, rechercher une propriété fdeon demandée dans la
guestionl (pour le moins, prouver que gi<1, alors f (x) < 1.

Il s’agit d’'un exercice de routine destiné a unatiion des connaissances (mettre en applicatiorsalesirs
et savoir-faire déja testés dans une précédentatisih) plutbt qu'a la construction d'un nouvel
apprentissage. En effet :
* L'intérét, majeur pour légitimer la construction ldesuite, de déterminer un intervallstable paf
et dans lequel se trouve le terme initial n’estgasout apparent dans I'énoncé proposeé.
» Dans la premiére question, I'éléve ne sait pasqairil lui est demandé de s'intéresser a la pasiti
relative dex et def (). L'intérét apparait seulemeatposteriori
» La suite en elle-méme ne présente aucun intérécpléer, on approche 1 par une suite de nombres
irrationnels ...

Dans une synthése de l'exercice, I'enseignant delaement mettre en relief les propriétés fde
explicitement demandées ou nehJeur influence sur les propriétés de la suiteimé&nte, notamment que :
» La stabilité de I’intervalle[o : 1] garantit que, pour tout entieru, existe etO<u, < 1

* Le fait que, pour tout de [O ; 1], x< f(x) implique que pour tout enti@r: u, <u,,,.

! Voir G. Julia,Réussir I'épreuve sur dossier au CAPES de MathémesiDunod 2008, page 127.
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L’exercice gagnerait d’autre part en intérét sipeslongement, on examine ce qui se passe quactasit

U, >1. Lintervalle stable parf est maintenam{l; +oo[et la suite devient une suite décroissante. Ce
prolongement permettrait de contredire le faux t&ée : « puisqué est croissante, la suite aussi » que
I'exercice peut induire si les éléves n'y prenngs garde. On ferait établir plus justement, enpaoant les
deux comportements obtenus suivant que le terrtialiest plus grand ou plus petit que 1, que :rgdoef

est croissante, la suita,) est une suitenonotonecroissante su, <u, et décroissante si, >u, ». En effet,

f conservant I'ordre, le rangement des deux prentéenses détermine celui des suivants.

b. Outils et théoremes mis en jeu

Outils:

Résolution d’'une équation qui se raméne au seceaguéd démonstration d’'une inégalité par le calcul
algébrique en utilisant des régles usuelles sunkgalités dans la questidn raisonnement par récurrence
pour prouver gue la suite est croissante et majaée la questiod.

Théoremes :

- Sil est un intervalle stable phet siuy appartient &, alors tous les termes de la suiig @ppartiennent b
- Le théoreme de convergence monotone : si une ssitcroissante et majorée, alors elle converge.

- Sif est continue sur, la suite ne peut converger que vers une solagoléquation f (x) = x.

3. Apport de la TI-Nspire

a. Apports proposés
* Représentations graphiques de la suifed I'aide d’un classeur préchargé dans une bli@igue de
la version 1.6, en illustration de la quest®)n
» Comparaison entre une génération par récurrenaeeetormule explicite (pour aller plus loin).

b. Représentations graphiques

La version 1.6 de I'OS de la calculatrice TI-NsSgineorpore  Graph Suite_rec ordre 1 CAS |
dans le dossieExemples une liste de classeurs utilitaires. MNom | Taille =
L’'un d’entre eux fournit un cadre de travail potmdier une %gapesESﬁ' 14§E0
. . _ apesora o
suite récurrentel,,, = f(u, .) B8 Eppratique Ko
S ; ) ERExamples 39Ko
Il's agit du classeufraph Suite_rec ordre1 CAS, que lI'on va s 19Ko
ouvrir. [ Graph Equa_dif CAS 18Ko
. . . T | [Graph Suite rec ordre 1 CAS Akl
Cet exercice fournit une occasion de se familiadgsec son [ Graph Sulte rec ordre 2 CAS o
usage. [0 Graph Suites_rec couple CAS 9k
LI Prize en main rapide Ao
B8 Geometrie 4K ol
Les pages 1.1 et 1.2 du classeur sont des padgesndmentaires indiquant la procédure a suivre.
Fﬁbmo AUTO REEL [ ] ﬁimo ALTO REEL ]
A )
Représentation d'une suite définie par I Exemple :
un=f(un_1,n) et Ug Paour construire la suite définie par
{y(0)=1
" . . . wli=—0.90uln-1)+1
Ce fichier permet d'obtenir la représentation
graphigue d'une suite définie par son premier
terme et une définition de y(n:l faizant on peut utiliser :
intervenir z(z-1) et, &ventuellernent, z. HI:g:l=1
plot_seql
Une présentation flash est disponible sur wln)=—0.9uln-1)+1 =
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C'est la page 1.3, une pa@alculs, qui nous intéresse. Ouvrons-la, et comme I'exengpEcédent de la
page 1.2 nous invite a le faire, écrivqgust_seq1(). Pour obtenir « _ », on a recourg &, Ou encore

au raccourci clavie=) ©).
Définissons, a lintérieur de la parenthése, lgesvécurrente en choisissant arbitrairement urleuva
initiale (0.2 dans les écrans ci-dessous). Utilisemodesysteme () (5) pour indiquer la valeur initiale

sur la premiére ligne et I'expression ween fonction de son précédent sur la deuxieme lfgoie page 1.8
et suivantes pour des informations complémentairess propos).

La commandelot_seq1 étant un programme, la toucti@® provoque son exécution (écran de droite).

1.3 PRAD AUTO REEL ﬁimo AUTO REEL [ ]
plot_seq 1] 4% J o

u(n+1:|=y|:n:|+4-n—6
_::lfof_seqi’( u(03=1 ) Terminé

u(nj=-0.9-u(n—l)+l W oir le résultat sur les pages sulvantes..

H(UJ=0.2 Terming
wlat_seqgl ( J 1+y(n—1:|
= | ———

@ oir le résultat sur les pages suivantes...

ul0)=0.2
plot_seq1 y( J

< < 5]

=
mint se IHH(OJ=1 Terminé
plaied y(n)=-0.9-y|:rz—l)+l

i

1]

4/3

Les trois pages suivantes sont des pa@ephiques & ﬁmpp{m AUTO REEL [

géométrie. Elles proposent une analyse graphique ¢
comportement de la suite. .
La page 1.4. montre une représentation graphigua deite
en mode « Time » c'est-a-dire un nuage de paints.).

.2

La page 1.5 montre une représentation graphiqumaate :ﬁmpp{m AUTO REEL [ ]
« Web » c'est-a-dire mettant en évidence a padipaint ¥ fﬂ%

Mn(Un-1; Un) la construction du point, (u, ; u,) puis celle
du pointM, + 1 (Un ; Uy+1) pour les premieres valeurs deOn
y reconnait la représentation graphiquefdi tracé de la |
droite A d’équationy = x et le « chemin » partant du point

o (U, ; 0) et construisan¥l; et ses successeurs.

Un réglage de la fenétré-( (s> (1> ou > (@) peut

s’avérer utile.

Cette représentation n’est disponible que si latim de
récurrence est de la formeu,,,=f(u, et) non pas

U, = f(u,,n), type de suites récurrentes que ce méme
classeur permet aussi d’étudier.
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La page 1.6. permet de comparer les deux modes (RS 5 [P RAD AUTO REEL [ ]
représentation en les affichant simultanément. i

Il est intéressant de discuter quelles sont lesiresl
graphiqgues amenant a des conjectures suivant que |
examine la moitié haute ou la moitié basse ded®cr

En mode « Time », c’est ici un « plafonnement » pl@iats

2
|
¥
[ —
du nuage qui suggére une convergence, tandis queoda /
« Web » c’est un « confinement » de la toile destraetion.
.05
—=

La page 1.7 est une pa@iableur & listes destinée a tabuler 4
les premiéres valeurs dg

=

PRAD AUTO REEL [ ]

F _n . I_u

A

s , . , =zeq(ibil,="als_:

La valeur initiale, nommée_n0, est enregistrée en B2. Il

restera a la modifier et a examiner I'effet aumen sur les 0

valeurs des premiers termes, consignés en colongadsur [&{y_no 1| 0774
™

les écrans précédents. On envisagera plusieursurgale

- . o< s § n_max 2 0841
comprises entre 0 et 1, conformément a I'énoncés msssi A s
guelques unes plus grandes que 1, en prolongement. :

4| 099
52 |u_n0:=0.2
Si besoin est, la page 1.11 du classeur indique procédés ¢ 1.11] RAD AUTO REEL [ ]
pour modifier la valeur du terme initial. Les pageg et 1.10
Q [ mg d'f'E[ E IE[EDE 'D'I'a ]

sont aussi des pages didacticielles.
Yous pouvez, au choix

- exécuter 3 nouveau plot_seql,

- déplacer le point u_n0 dans l'une des
pages Graphiques & Géométrie,

- modifier la waleur de u_n0 surla page
Tableur & Listes.

4. Pour aller plus loin

La formule de récurrence est copiée sur la relagiome le cosinus d’'un nombre rél de {0 ; E} et le

sz 1+cosd (formule de duplication). On peut donner une imtétation

: g
cosinus du nombrez— 1 Cco 5
trigonométrique de la construction de la suitel'@i pose :u, =cosd, ce qui est Iégitime puisque, selon

. . : . . . 7
I'énoncé, le premier terme est supposé comprieénhét 1, alors pour tout entier naturelu, =co{? .
Pour mettre en évidence cette interprétation, ouumi nouveau classeur et une nouvelle pEakdeur &
listes. CommeRéglages du classeur, choisir les modes Begré » pour les angles (préférable au radian dans
cette situation, la duplication sera plus visil@dexApproché » pour les nombres.
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Le nombre réel est consigné en cellule Al et stocké dar DEG aPPROCHREEL M
une variable {i par exemple).Pour l'instang = 9ans les [ =
écrans suivants. R Fomulo  uto- | |
Dans la colonne B, nomméec, on construit la suite par ' S ()
récurrence. A cet effet, on peut positionner leseur dans la |5 Valewrs Initiales : { cosgui) |
ligne d’édition puis choisi€e) {5) : Générer la suite. [ Mbre max. de termes : [ 10 |
On peut aussi definir le terme initial en B1, e formule B} o0y maximate | |
de récurrence et la recopier vers le bas par uBaisie
rapide . - ;
Dans I'écran ci-contre, on construit les dix prensi@rmes. e —— e o

| | 2 )
Dans la colonne C, nommeéspl, la suite est générée par si [ DEG APPROCHREEL M

formule explicite, écrite dans la ligne d’éditidbn constate
une concordance des résultats affichés en colone¢ &h
colonne C.

u lrec .expl l
=zeqn(  ({=zeqlcos!
e o -
0.707107| 0707107

092388 092388
0.9230785| 0920735

———— o>

ui )
o expl:=seq(cos(—J,n,O,9J
2?’?

A titre de vérification, la colonne D renvoie lesscosinus A DEG APPROCHREEL M
des nombres de la colonne B, par la formakns™(rec). B Brec Pepl P
=zeqn( J (=seqlcosif=cosrec
i 0. 0. a0,
0.707107| 0.707107 45.
0.92388| 0.92388 22.5
0.980785| 0.980785 11.25
0.995185| 0.995185 5,625

On retrouve apparemment les termes d'une su

s : : .1
géometrique de premier terme= & et de ralsoni.

Il reste a tester quelques autres valeur§.de

<1 I:_ﬁ

D | =cos“[rec)

Les deux apports proposés n’ont pas le méme role :

Représentations graphiques du classeur préchargé

L’enseignant peut exploiter les diverses représentagraphiques de la calculatrice pour lanceetherche
et susciter des conjectures sur le comportemelat sigite, avant toute étude mathématique de ce(lgages
1.4 et 1.5). Par exemple, la construction de i tein « escalier ascendant » suggere que, s'iseniesi,
c’est parce que la courbe représentativéd parait étre au dessus fele fait de s'intéresser au signe de
f (X) — x pour le démontrer (questidib) est maintenannotivé.

Apres I'étude, I'enseignant peut s’appuyer surdesins de calculatrice de la page 1.6 pour unédéyetde
« ce a quoi préter attention a I'avenir dans pa@ittexte ».

Comparaison avec une formule explicite

Au contraire, le deuxiéme apport nécessite uneeétoathématique préalable. Il faut d’abord s’étrergyp
de l'analogie entre la relation de récurrence et formule de trigonométrie classique pour congtriar
page. La calculatrice servira a conforter une hyged (notamment bien voir, si besoin est, la coatitin
entre la valeur de l'indice et son role dans la formule explicite) avant laupeedéfinitive de cette derniére.
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