Euler’'s metod for numerisk 16sning av diffekvationer
I 6vningen ska du studera en numerisk metod for 16sning av differentialekvationer.

For att du ska forsta principen med Euler’s metod kan du studera diffekvationen

y'=X-y och en 16sning som gér genom punkten P ( -1;2).

Att riktningskoefficienten for tangenten i punkten P dr -2 framgér direkt av
diffekvationen (y” = -1*2). Darmed kan du ta ett kort steg i den riktning som
tangenten anger, t ex med 0,1 enheter i x-led och med hjélp av tangenten bestimma en
y-koordinat f6r den nya punkten.

Detta &r principen och du kan fortsitta pd samma B | roaorea B
satt fran den nya punkten tills du nar fram till 6nskat ’

slutvarde pa x. Naturligtvis ar stegldngden av stor

betydelse for hur bra ”din” 16sningskurva ska (c.ye)
approximera losningen till diffekvationen. Bilden . N

intill visar punkter pé en losningskurva fram till x=1

med en steglidngd 0,2. Det gar att 16sa denna diffekv N o5 .
med exakta metoder s& du senare kan jaimfora hur o5

bra losningen ar.

Men varfor ska man l6sa diffekvationer numeriskt om det gar att gora exakt. Svaret &r
enkelt. De flesta diffekvationer, som man stéller upp for att modellera verkliga
forlopp, gar inte att 16sa med exakta metoder. Dérfor dr det viktigt att det finns
numeriska verktyg och att man kan anvdnda dem. Euler’s metod har en enkel algoritm
som &r latt att forsta.

I 6vningen ska du l6sa y' =X -y och studera hur olika stegldngder paverkar resultatet.

Du ska anvénda ett fardigt program som utfor alla berdkningar och behdver inte kunna
programmera. Ladda ner filen euler.tns till din handenhet och &ppna filen.

Nagra steg pa vagen:

Oppna filen och studera den inledande texten pa sidan 1. Hér framgar bl a hur
programmet euler ska anropas. Byt sedan till sidan 2. Som du ser bestar den av tva
delar, en rdknardel och en programeditordel.

Skriv in diffekvationen i rdknardelen av sidan som dy/dx=x*y och tryck enter.
Anvind sedan Solve for att 16sa ut dy. Har star dy for Ay och dx for Ax liksom

. A . . .
dy/dx for forandringskvoten A_y . Sa med steget dx i x-led ar dndringen i y-led dy.
X

Markera resultatet med dy utlost och kopiera det (ctrl C). Byt sedan till program-
editordelen av sidan och klista in uttrycket mellan de bada kommentarerna.
GLOM INTE att éndra likhetstecknet till en tilldelning (dvs. tillfoga : fore =).

Spara programmet genom att trycka pa foljt av Check Syntax & Store.

Atervind till riknardelen av sidan och anropa programmet med punkten (-1;2)
som startpunkt och x=1 som slutpunkt. Borja studera 16sningen med stegldngden
0.2. De olika koordinaterna som beréknas finns 1 listvariablerna Xc och yc nir
programkdrningen avslutas med ett "Done”.

Fortsattning pa nasta sida!
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e Oppna en Graphs & Geometry applikation. Andra graftypen till Scatter Plot och
anvéand XC och yc som x- respektive y-variabel och still in lampligt fonster.

e Det finns naturligtvis ocksa mojligheten att se virdena i en List & Spreadsheet
applikation. Lat i sa fall kolumnerna A och B visa Xc resp yc.

e Kor programmet med andra steglédngder t ex 0,1 och 0,01 och jamfor utfallet.
Undersok gérna ocksa inverkan av andra startpunkter, t ex (-1;-2).
Anm. Det kan eventuellt vara nddvindigt att radera de ”gamla” virdena i
listvariablerna. Gor det frén riknarfonstret med kommandot DelVar xc,yc.

e Los differentialekvationen i en Calculator applikation och rita den 16sningskurva
som gér genom punkten (-1;2). Hur bra ir approximationen?

Uppgifter:

1. Lo6s numeriskt y' =1+ X-y. Studera 16sningskurvor i intervallet [-2,2] forst med
startpunkten (-2;-2) och sedan med startpunkten (-2;4).

2. Los numeriskt y'=0,8— X Studera den 16sning som gar genom punkten (-2;1,4)
y

och rita 16sningskurvan i intervallet [-2,2].

3. En bakteriekultur som fran borjan innehaller 5000 bakterier tillvixer enligt den
logistiska tillvixtekvationen, y' =k -y-(M —vy), dir y ar antalet individer vid en

viss tidpunkt, M det maximala antalet individer som kan finnas i mediet och k en
proportionalitetskonstant. Om antalet bakterier rdknas i tusental dr k=0,01 dygn™.
Det maximalt tinkbara antalet bakterier 1 kulturen uppskattas till150000.

Bestidm losningskurvan for de foljade sex dygnen med en stegldngd av % dygn.
Hur stor 4r den maximala tillvdxthastigheten och nér intriffar den?

4. For en fallskdrmshoppare som omedelbart utloser sin fallskdrm &r den vertikala
hastigheten ca 0 m/s. For fallskdrmshopparens acceleration géller: v/ =g — K v?
m

dir v méts i m/s, g ar tyngdaccelerationen, m hopparens massa inklusive
utrustning och k en konstant vars storlek beror pad ménga olika faktorer. Vid det
hopp som studeras &dr k= 27 kg/m och massan m=130 kg. Konstruera hastighets-
grafen for hoppets forsta 2 sekunder. Vilken griansfart uppnar hopparen?

Fordjupning, som kraver kunskaper i programmering

Det finns en forbattrad numerisk metod som bygger pa Euler’s. Nackdelen med
Euler’s metod &r att berdkningarna baseras pa lutningen i ena intervallindpunkten.
Den forbattrade metoden bygger pa virden fran bada intervallgranserna for det lilla
steget. Metoden kallas Heun's metod. I denna startar man med att berdkna ett
preliminédrvirde pa Ay med Ay = y'- AX. Hér dr y” derivatan i den ursprungliga
punkten. Sedan berdknas ett prelimindrvéirde pd y. Med hjélp av detta kan vi nu
betimma en ungefarlig lutning hos tangenten i den andra intervallindpunkten av
steget. Medelvirdet av lutningarna i de bada intervallindpunkterna far nu ligga till
grund for fortsatt berdkning med Ay enligt ovan.

Forsok modifiera programmet. Kalla ditt program for Heun och testa det.

Program for Heun’s metod och TI1-83/84 finns i Optima E (Libers forlag).
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Matematisk niva

Kunskaper motsvarande matematik kurs E.

Teknisk niva

Tidigare erfarenhet av TI-Nspire dr nodviandig. Kunskaper i programmering &r inte
nodvéndiga eftersom nddvéndig programmering redan &r klar.

Lararanvisning:

Filen euler.tns innehaller ett dokument
med tva sidor. Den forsta dr en Notes-
applikation som ger en inledande beskriv-
ning, huvudsakligen hur programmet ska
anropas.

Till detta behover eleverna den instruk-
tion som finns pa féregaende tva sidor,
dar arbetssattet beskrivs 1 lite storre
detalj.

Eleverna skriver in diffekvationen i
raknardelen av sidan som dy/dx=x*y foljt
av entertryckning. Sedan anvinds Solve
for att 16sa ut dy. Se bilderna nedan.

Har stéar dy for Ay och dx for Ax liksom
Ay

dy/dx for forandringskvoten o S& med
X

steget dx i x-led ar dndringen i y-led dy.

RAD AUTO REAL

J

N
Euler's metod =
| denna évning ska du studera numerisk
- en stegmetod, Pa féliande sida finns eft

<

N

ldsning av diff.ekvationer med Euler's metod
| program som utfor de berdkningssteg som
i ska utféras.

Programmet anropas fran en Calculator
applikation med startvarde fér x och v folit av
slutvardet pa x och stegett ex:

1 4 4 =

P [

1.1 RAD AUTO REAL

o u

slutvardet pa x och stegett ex:
euler(-1,2,1,0.2) om startpunktens
koordinater ar (-1 2) slut—x ar 1 och steget
0,2.

MNar programmet korts redovisas detta med
Done och de beraknade koordinaterna finns

]
Programmet anropas fran en Calculator
applikation med startvarde for ¥ och y folit av
lagrade i listvariablerna xc ovh ye. <

[ 12| RAD AUTO REAL "] [ 12| RAD AUTO REAL U
© Euler's metod 2] euler 7 12| © Euler's metod 2| euler 3 12|
Define euler(x,y,xfn,c A Define euler{x,y,xfn,c A
dyldx=x Prem ( Yoy Py | ||prgm (
Local j.dy ax a Local j.dy
7=1 ) dy 4 =1
While xS R SONE S Y While xogfin R
xe|7|i=x xe|j | =x
. dy=dx-x .
J’CH5=J’ 7 i J’CB]5=}’
| |pe=tdix | || =x+dx
SMAD Skriv in diffeky 1D Skriv in diffeky
1/99] med dv utlést hir  ©) 3199 | med dv utlésthar ™
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Flytta markoren upp till resultatet for att
markera ekvationen (anvand pil-upp).
Kopiera sedan ekvationen genom att
trycka () f6ljt av C.

Byt aktiv fonsterhalva, (o) och
placera markdren mellan de bada
kommentarerna. Om hér finns en tom rad
ar det bara att klistra in den kopierade
ekvationen, annars maste det eventuella
tidigare uttryck som stir dér raderas.

Klistra in med () foljt av V.

Placera markoren framfor likhetstecknet 1
det inklistrade sambandet och tillfoga ett
kolon. Se bilden nedan till vénster.

Avslutningsvis ska programmet sparas i
dokumentet. Samtidigt kontrolleras om

RAD AUTO REAL

© Euler's metod

Al

euler 3;"12|

Define eulel'(x,y,:g’:?rr,c A
Prarm

Local 7,dyv

=1

While x=ogin »
|7
pveli | =y

X =x+dx

© Skriv in diffekv

=X

1/3] med dv utldsthir &
RACYAUTO REAL U
=1 euler 812

ey =
xe ']:=x
lvel7 =y
2 =x+dx

Skriv in diffekv
med dy utlést har »

-
|

det &r syntaktiskt korrekt. Detta sker dy=ax-xy Gl__ ot (1
o — o inte & e
genom att trycka foljt av valen Check | | [} | P
Syntax & Store. Se bild nedan till hoger. i I '
. | ETEC] v
Overst i editorfonstret kommer medde-
landet “euler” stored successfully.
] 1z RAD AUTO REAL ] i ;
= E Ax
© Euler's metod 2] * euler 812 1= 2 Defi ck Syntax
T = If. 4: Control Huler Al
d_y:x'y d_y:x-y o ;}::x @ 5: Transfers b (x,y,)g’:?rr,c
ax a@x el |- =y b 8: 110 ",
X=X+ 123 7: Mode o
dy © Skriv in diffekv i =1
solve| —=x-y,dy solve| —=x-y,dy .
(dx med dy utlssthar  » [dx Wh_lle xsxfin »
. o =
dy=dxxy | || =dexy dy=ax-xy ]
Oiom inte att (6lide elf =y
L | andra - e - L o o o diffek
| e A | | =99 | T L GRERY .
s i A med dy utlést hir &

Byt sé att rdknarfonstret blir aktivt (Cov)
() och kor programmet euler med det

RAD AUTO REAL

© Euler's metod

A

‘1"euler" stored 5uccessf||

anrop som bilden till hoger visar. PrEm @~
Yoy Py | ||Localidy
Parametrarna dr startvirdet pa x, -1, dx dx =1
startvirdet pa y, 2, slutvirdet pa x, 1, och 1 ( & J\C?\;T;lle_afﬁn
: solve| —=x-y.dy =
slutligen steget, 0.2. e el = R
I raknarfonstret finns bara ett "Done” dy=dx-xy Jé) werdx
som bekriftar att programmet korts. peuler(-1,2,1,0.2) Skiiv in diffekv
Ll mmed dy utiost har

ETEE) e Gniiocd “
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Infoga en ny sida med en Graphs &
Geometry applikation.

Andra graftyp till punktdiagram (@),
Plot Type, ScatterPlot).

Viilj xc och yc som respektive x- och y-
virden i dialogrutorna.

Om du vill 4ndra utseende p& markdrerna
kan du flytta pekmarkéoren till en av
punkterna och hdgerklicka” (sker med

hjélp av (=) och sedan @em).

X 1: Actions "D AUTO REAL U

2 View -

& 3: Graph Type H[4 1 Function

o= 4 Window ¥ . Parametric

& 5: Trace [ 3: Polar

« 6 Points & Lines » 4: Scatter Plot

& 7. Measurement ¥
8: Shapes L 7
9: Construction Y

--* A: Transformation ¥

ey 13| RAD AUTO REAL |
¥
iR x
i
) xC
{-.-
@@\ xe[xe v » v |k

For att utfora en exakt 10sning sé dppnar
du en ny Calcultor-applikation.

Har hamtar du kommandot for att 10sa en
diffekvation (@), Calculus, Differential
Equation Solver), deSolve och fyller i
diffekvationen, villkoret och variablerna.

TI-Nspire presenterar den exakta
16sningen omgéende. Se bilden intill!

ey 3| RAD AUTO REAL U
A ¥
(xc:,yc:)
L] ..
. .
LIS
L
0.5 .
05
21
y=2-e 2 2
&
A 1/99
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Definiera en funktion y(x) utifran
16sningen. Enklast gor du detta genom att
infoga ett Define-kommando (e,
Actions, Define). Sedan kopierar du
resultatet fran raden ovanfor och tillfogar
efter y en parentes sedan x och avlutar
parentesen, (x). Se bild till hoger.

Aterstar bara att rita denna 16sning.
Enklast sker detta genom att du skriver in
y(x) som f1(x) och trycker enter.

s

Den exakta Idsningen ritas och du kan se
grafen hér intill.

De bada dvriga losningarna som visas ar
en med steglangden 0,25, (xc,yc) och en
med stegldngden 0,05 (xc2,yc2).

14 [PrRAD AUTO REAL

MY

(xe.pe).

1
Det framgér tydligt att valet av steglingd (ec23c2) el
ar ytterligt visentligt for resultatet. ey
Jamfor gérna hur det ser ut med
steglangden 0,01. 0.1 X
Uppgifter:

1. Los numeriskt y' =1+ X-y. Studera 16sningskurvor i intervallet [-2,2] forst med
startpunkten (-2;-2) och sedan med startpunkten (-2;4).

y'=1+X-y med anropet
euler(—2,-2,2,0.05)

y'=1+X-y med anropet

euler(—2,4,2,0.05)

e s | RAD AUTO REAL T EE) RAD AUTO REAL [
Ay koY R
(xCJyC:l (xC,}"C) .'
2 o | (124
"""" Y .
: 2.4 .
0.2
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R Ra
2 Lo6s numeriskt y' = 0,8—5. Studera LR 5| - C

den 16sning som gar genom punkten (pec,ye)
(-2;1,4) och rita 1osningskurvan i 1
intervallet [-2,2].

I bilden r stegldngden 0,05

(-2.14)

()
0.2 X

3 En bakteriekultur som fran borjan e s | RAD AUTO REAL N
innehéller 5000 bakterier tillvixer 163.55 Y
enligt den logistiska ekvationen,
y'=k-y-(M —vy), ddry ar antalet .
individer vid en viss tidpunkt, M det
maximala antalet individer som kan .
finnas i mediet och k en proportion- +
alitetskonstant. Om antalet bakterier .
rdknas i tusental ar k=0,01 dygn™'. Det . X
maximalt tinkbara antalet bakterier i (0.5~ 7.02
kulturen uppskattas till150000. o
Bestim I6sningskurvan for de foljade Anropet: euler(0,5,6,0.25) for bilden.
sex dygnen med steglédngden 4 dygn. | Maximala tillvixthastigheten intréffar da
Hur stor ar den maximala tillvaxt- M 2
hastigheten och nér intréffar den? y=M/2 och ar k e dvs. 562500 /dygn

e
++

+

" l:x-:', yc)

4 For en fallskirmshoppare som e s | RAD AUTO REAL 0
omedelbart utloser sin fallskdrm ar Ar2¥ [
den vertikala hastigheten ca 0 m/s.

For fallskdrmshopparens acceleration e )

giller: V' =¢ —h-v2 dar v mats i
m

m/s, g ar tyngdaccelerationen, m
hopparens massa inklusive utrustning .
och k en konstant vars storlek beror : x
pa méanga olika faktorer. Vid det hopp 4! 25
som studeras ar k=27 kg/m och
massan m=130 kg. Konstruera
hastighets-grafen for hoppets forsta 2 m-g 6.9 m/s
sekunder. Vilken gransfart uppnar ’
hopparen?

Grénsfarten uppnés di v'=0 och &r alltsa
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