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1. Le sujet
L’exercice proposeé au candidat

1) Les nombres complexas, a,, az etas sont donnés.

L+t =q

3 R , . |z, tzg=a, |,
Résoudre le systéme d'équations ¢ N * "2 d'inconnue & 2 ; s ; z:) appartenant &%.
z,+2,=a,

z,+z =3,
2) Dans le plan, on considere un quadrilaf®iAA,.

Montrer gu'il existe un quadrilatéid;M,MsM, dont les milieux des cétés sont les pomitsA,, Az etA, si et
seulement si le quadrilatéfgAAsA, est un parallélogramme.

Montrer que, dans ce cas, le point de concours diagonales du parallélogramm&AAsA, est
l'isobarycentre des poinid;, M, M3 etM,.

Le travail demandé au candidat
Q1) Dégager les diverses étapes de la résolution gietaiere question de I'exercice.
Q2) Indiquer les connaissances et savoir-faire migemlans cet exercice.
Sur ses fiches le candidat rédigera et présentera :
* Sareéponse a la question Q1.

* L'énoncé d'un ou plusieurs exercices se rapportanttheme « Interprétation géométrique des
nombres complexes ».

2. Eléments de correction

Deés la classe de quatrieme, les éleves ont pu déenajue, étant donné un quadrilatdigM,MsM,, le
quadrilatéreA;A,AsA4, OU AL, Ay, Az et A, sont les milieux respectifs dB1{M,], [MoM3], [M3M,] et [M4M4],
est un parallélogramme (parallélogramme de Varindrexercice aborde a I'aide de I'outil des nombre
complexes le probleme réciproque : étant donngquarilatere Aj/AAzA4, peut-on trouver un quadrilatere
MiM_M3sM, dontAy, As, Aset A, sont les milieux des cOtés ?

Ce probléme amene, si on utilise I'outil des norsbcemplexes, a poser puis résoudre le systéme :
_m+tm _mtm
q=—7" =T/

2 2 , OU lesa; désignent les affixes des poirtset lesm ceux dedM;.
_m+m _m+
BT AT

! Pierre VARIGNON (1654 — 1722, membre de I'AcadéRigyale des Sciences, auteur de travaux en Matiggraa
et en Physique (Mécanique notamment).

© T3 France 2008 / Photocopie autorisée ESD 2008 0718 - 1 |




Epreuve sur Dossier CAPES Mathématiques

Il est & noter que le systéme d’équations propasd’'g@noncé ne donne pas directement la solutiocede
probléme, il faut comprendre que les résultats raistea la premiére question servent dans la suite de

résolution & condition de remplacer les nomizresar les nombresnzl.

3. Apport de la TI-Nspire

Prérequis: Savoir queABCDest un parallélogramme si et seulement si lesesffirespectives, b, cetd de
ses sommets vérifient la relatiom-b +c—d =0. Cette relation permet notamment d’exprimer Iyedfdu
quatriéme sommet du parallélogramm@BCDIlorsqu’on s’est donné les poimds BetD : c=b+d —a.

a. Apports proposés
« Utilisation du calcul formel pour la résolution ldequestion 1.
» Utilisation du module de géométrie pour élaborer figure de synthése clbturant I'exercice.

b. Résolution de la question 1

Ouvrir une page€alculs. mm RAD ALTO REEL
Choisir @) (3 Algébre (7> Résolution. z1+z2-al

Dans les Modéles mathématiques (Cov)@Een) (7)), |sclve j:zj 2 {21.22.23.24}
sélectionner le modél8ystéme d’équations et fixer a 4 le i 42 ;=§ P

nombre d’équations du systéeme.

Ecrire le systéme d’équations de I'énoncé. af=al-aZtadand zl-al-aZ+ad-cland 22+
En réponse, la calculatrice affiche une conditior ¢

\

compatibilité, a savoirad=al-a2+a 3 considére z4

]

comme un parametre (notd sur les écrans ci-contre) et ™
exprimezl, 22 etz3 en fonction de ce paramétre. 1299
D’aprés le prérequis, la condition de compatibibguivaut
au fait queA, est le quatrieme sommet du parallélogrammr | 1-1 RAD AUTD REEL |
dont les trois autres sommets sAptAset A;. zi+z2=a! =
solve Z24z5= aZ‘{ 3,22,23,24}
z3+zd=a3
zd+rl=ad
*and z2=q2-a3+c1 and z3=a3-c1 and z4=c]
&
1A
c. Résolution de la question 2
L’étude faite précédemment doit étre appliquée pas avec mm RAD aum REEL i
les nombres; mais avec les nombres2ce qui ne change Zdrzi—az ™~
rien d’autre a la situation que les expressionssdesions. ad=ai-a2+a3 and z1=a1-a2+a3—¢cT and z2%
La condition de compatibilité reste la méreé joue toujours 2itz2=2a]
le role de paramétre : I'un des points, en I'ocence iciMy, 2Pz I D
A .. . . . - solve {21,22,23,24
peut étre choisi arbitrairement, et ce choix déteenalors les 2Pzd=a
trois autres points. [T
gé=al-a2+a3and zI=2-al-2-a24+2-a3-c2 a*
~
2099
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une infinité de quadrilatere®;M,M3M, dont les affixes
vérifient le systéme de I'énoncé. Cependant, siixanl'un
des quatre pointd/, par exemple, alors il y a exactement u
quadrilatére qui convient. 359

ad=gl-al+aFand z7=2- (a I—a2+a3:| and z2=¥

Le choix deM, étant arbitraire, on peut de plus choisir ¢ (73 RAD AUTO REEL i
point comme origine du repére{z’L z2, 23} désigne Vzd+z1=2-c4 ! ~
maintenant I'inconnue et la condition « sachant gde 0 » ad=al-a2+a3and z1=2-a1-2-a2+2-a3-c2a
(barre verticale conditionnelll)) est ajoutée. On obtient : 21+z7=2a1
Zl=2lal-a2+a3) ; z2=2(a2-a3) et zZ3=2a3 =2
( ) ( ) solve z§+zj jaj,{zf,zlz_?} [z4=0
H z . . =0
Si I'on se donne un parallélogrammgd,AsA,, alors il existe ZomeasLa
zdtzl=2ad
| >
9 .

d. Interprétation géométrique et figure de synthése

Insérer une page et choiSiraphiques & géométrie. il RAD AUTO REEL |

Les résultats numériques obtenus ci-dessus onuchaice

1 em

interprétation géometriqueM ,M, = 2M A, ;

AT
MM, =2AA =2AA ; MM, =2M A . ¢ P

Ces interprétations géométriques vont permettre 3 e 2

construire les pointsl;, M, et M3 connaissani, : M; et Ms A 9

sont les images deA, et de A; respectivement par A

I’homothétie de centr&l, et de rapport 2. Le poildl, peut
étre construit en exploitant l'interprétation ohtenou en

montrant que M;M, = 2M;A, .

4. Pour aller plus loin

Prérequis : Savoir que la traduction complexe d’'une symétgati@le par rapport a un point d'affixe
donné est M (2) > M'(Z'=2a- 2). Savoir que la traduction complexe d’'une trangtatie vecteur d’affixe

vest: M(2)>M'(Z=z+vV)

Une approche géométrique du probléme consisteedqdie, si un quadrilatefd;M,MsM, est solution du
probléme : poui = 1, 2, 3 le pointM,,; est symétrique du poirll; par rapport au poin& et que le
symétriqueMs de M, par rapport &, doit coincider avei;.
Insérer une page et choiSiraphiques & géométrie. 1.4 | RAD AUTO REEL i
Afficher le plan géométrique.

Créer cing points nommeés respectivemAnt Ay, Az, Aset
M;. Construire poui = 1, 2, 3, 4 le symétriqué/l,,, du
point M; par rapport au poinf. On obtient ainsi quatre az
nouveaux point§l,, Ms, M4 etMs.

En faisant bouge¥;, on peut observer le déplacement de c¢ 2 % n-f
derniers points. En activant pour chacun des poMits lf

@ {(5yTrace (3>Trace géométrique, on peut conjecturer que m
les traces des poinkd; pouri impair sont translatées de celle
de M.

Les traductions complexes des transformationswengeafirment cette conjecture :
Z,=28-2;2=28,-2=2@,-a)+2 ;2,28 - z,=2(a, -3, +a) et

z5=28,-2,=20a, - ta-a)+z

La condition de « fermeture » du circht; =M, est:a, —a; +a, —a = 0dont I'interprétation

géométrique est quaAAsA, doit étre un parallélogramme.
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