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1. Le sujet

Sujet 052 de I'épreuve pratique 2007 — Suite de Syause
Enonceé

A tout n entier naturel f > 1), on applique ¥l

I'algorithme suivant :

Sin=1 le processus s’arréte, sinon :
. . n

— sinest pair, on le transforme §n

— sin est impair, on le transforme en 8 1.

n devient 3n+7

On note a nouvean le résultat obtenu et on ré-
applique l'algorithme a ce.

Lorsque, pour I'entien, I'algorithme aboutit a 1,
on appelle « suite de Syracuse associée»da
suite (finie) des entiers rencontrés pour passer de
al.

On notel(n) le nombre d'entiers de cette suite
finie. L(n) est la longueur de la suite de Syracuse
associée a.

= 7]
n devient 5
ol
A ]

&

Exemple : poun =5 on obtient successivement les nombres 5 -86 4 - 2 — 1 et don5) = 6.

1. a) A l'aide d’'un tableur, appliquer cet algorithmexaantiers compris entre 1 et 100.

b) Compléter alors la feuille de calcul en donnastsigites de Syracuse des 100 premiers entiers.
c) Préciser les valeurs dg6) etl(27).

2. Etude de quelques résultats particuliers relatifslongueurs des suit§g) pourn entier naturel

a) Quelle est la longueur des suites de Syracuseiésscaux nombres de la formé& @ourp entier naturel
non nul ?

b) Que remarque-t-on quant aux suites de Syracueei@ss aux nombres de la forme+84 et & + 5 pour
KO IN*

¢) Démontrer la conjecture émise 2rb).

3. Démontrer que si le reste de la division euclideedien par 4 est 0, 1 ou 2 alors I'algorithme améne
nécessairement, au bout d’un certain nombre d’stapen entier strictement inférieun.a

La conjecture de Syracuse affirme que pour toueenon nul n le processus aboutit a 1. La longugeiia
suite quant a elle, n'est pas a I'heure actuellévisible, en toute généralité.

Production demandée

» Construction du tableau des suites de Syracusel@®dd premiers entiers.
» Le tableau pour les 100 entiers sera simpleme@tpas I'examinateur.

» Enoncé des conjectures 8u

* Preuve d&. b) et de3.
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Compétences évaluées

» Compétences TICE

- Remplir un tableur & I'aide d’un algorithme.

- Savoir modifier une page de calcul.

- Utiliser le tableur pour émettre des conjectures.
« Compétences mathématiques

- Faire un raisonnement par récurrence ;

- Faire une démonstration par disjonction des cas.

2. Corrigé

Le corrigé proposeé est réalisé avec TI-nspire,|sudinateur, pour des raisons d’'affichage et denfes de
calcul.
Les écrans ci-dessous safitenus a partir de I'ordinateur.

1) a) Ouvrir une pag&ableur & listes.

Ecrire en Al le nombre 1, pws‘ ] EY
enBl,=A1+1;
Copier cette derniere formule, e ] ]
la Coller sur toute la ligne 1
. ’x . 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 13| 14f 15| 18| 17/ 18 19| 20
jusqu’a la cellule T1. On obtien
. . 1 10 2| 16 3| 22 4] 28 5 34 6( 40 7| 46 8 52 9] 58 10
alors la liste des nombres entie
N 5 1 8 100 N 2 14| 18] 17 3| 200 221 23 40 26| 28 29 5
de 1 a 20- 18 4 5[ 34 1 7 8 52 10 10 " 70 2 3 14 88 16
. . 8 20 18| 17 22 4 26 5 5 34 35 1 40 7 44 8
Ecrire en A2 la formule figurant 4 1| g s2 1l 2l 13| ae| 18 17| 106 200 22| 22 4
dans le bandeau ci-dessous, 2 - BE BRI .. 11
. . 1 21 13 17 20 4 40 26| 180 5| 34| 34 1
Copier, puis la Coller sur la [ ao| sl [ o] 2 2 3 s | 16 1] w
p|age B2 :T120. 20 26 s 1| 1] 40 40 8 52| 52
10 13 18 20 20 4, 26 28
5 40 8 10, 10 20 131 13
16 20 4 5 5 1 40| 40
8 10 2 16 16 200 20
4 5 1 8 8 10 10
2 16 4 4 5 5
1 8 2 2 16 16
4 1 1 8 8
2 4 4
i _ ] )
42| :when(alzl ora1="{1", ‘[i".When(mcd(ag,z):o,”—;,amﬂ))

AZ

(6 R e 1
=when|a /=1 or al="1 {"," | {",when mod(a ;’,2]=U,a?,3-'ﬂf+1

Remarque :

Les rectangles en pointillés s’obtiennent en fragpsur " suivi d’'un espace ( le rectangle et demaé’
s'inscrivent automatiqguement ).
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b) Pour obtenir le tableau\ E] =]
demandé, procéder de |
maniére suivante :

remplacer 1 par 21 dans |
. . 22| 23 24| 25| 26| 27| 28| 29| 30/ 31 32 33| 34| 35 38 37| 38 39| 40
cellule Al, valider. On obtient
. L, 4. 64l 11| 70| 12| 76| 13| 82| 14| 88 15 94 16| 100] 17| 106 18/ 112 19| 118] 20
Immedlatement l? tableau po 32( 34 35 6] 38| 40| 41 7| 44| 45| 47 8| 50/ 52| 53 9| 56/ 58 59| 10
les entiers de 21 a 40. 16| 17| 108| 3| 19| 20| 124] 23| 22| 23| 142| 4| 25| 26| 160| 28] 28| 29| 178] 5
) 8 52| 53| 10 58 101 ez 11 11 700 71 2 78| 13| 80 14/ 14| 88| 89 16
Remplacer ensuite 21 par 41, 4 26180 5| 29| 5| 31| 34| 34 35 214 1| 38 40 40 7| 7| 44| 268 B
par 61 61 par 81 2| 13| 80| 16| 88| 18] 94 17[ 17| 106 107 19 20] 20[ 22| 22| 22| 134 4
! ' 1| 40] 40 8| 44 8 47| 52 52| 53] 322 58 10 10 Al 11 11 67 2
20, 20 40 22 41 142) 26| 26| 160 161 29 5 S| 34| 34| 34 202 1
10, 10 20 M 2 71 13| 13| 80| 484 88| 16| 16 17 17 17 101
5 5 1 34 11 214| 40| 40| 40| 242 44 8 8| 52| 52| 52| 304
16| 16 17 107| 20 20f 20| 121 22 4 4 25 26| 26| 152
8 8 52 3221 10] 10 10| 364 Al 2 7 13| 13| 13| 76
4 4 26 161 5 5 5| 182 34 1 1 40/ 40[ 40 38
2 2 3 484| 16| 16 18 91 17 200 20{ 20 19
1 1 40 242 8 8 8| 274 52 100 10] 10[ 58
20 121 4 4 41 137 26 5 5 5[ 29
10 364 2 2 2| 412 13 16| 16| 16| 88
5 182 1 1 1 206 40 8 8 8| 44
16 91 10 20 4 4 4] 22
¢) On lit dans la premiere  Suite de la colonne B On déroulgjusqu’a obtenir 1 ce qui
colonne du tableut(26) = 11 : permet de lird(27) = 112 :
. 91 80
274 A0
26 27 1/ 105 20
412 106 10
4 i 206 107 5
40 41 103 108 16
20 124 310 109 8
10 52 155 110 4
5 31 456 | 2
16 94 233 2 |
8 47 700
4 142 350
2 71 175
1 214 526
107 263
322 790
161 395
484 1186
242 593
121 1780
364 890
182
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2. @) Ouvrir une nouvelle pagEableur & &

listes, écrire dans la cellule A1, le nombr
2, puis dans la cellule B1, = Al * 2
Copier cette formule, puis I&€oller sur la
premiéere ligne jusqu’a la colonne par
exemple. On obtient les 10 premier
puissances de 2.

32| 64| 128| 256| 512| 1024
32| B4] 128| 256| 512

Recopier en A2 la formule de la pag 1
précédente, |€Lopier et la Coller sur la 1

— k| B QO

— |k | = |00 ||

démontrer a l'aide d'un raisonnement p
récurrence.

6
8| 16| 32| 64| 128 256
plage A2 : J11. al 8| 16] 32| 64| 128
Conjecturer que la longueur des suites 2| 4| 8| 16| 32| &4
Syracuse est égale a I'exposant de 1 2 4 8 18 32
augmenté de 1. | 2 4 g 18
Exemple pour 64 =%20n litL(64) = 7 1 2| 4 8
. - 1 2 4
Cette conjecture peut aisément (-
1

b) En utilisant la procédure précédente, faire apparkis suites de Syracuse des nombres de la forme
8k + 4 (colonnes A a J) ek8 5 (colonnes L a U) polrvariant de 1 a 10.

5 Bl b X &

4 4
8 10 2 16 20 g 10 2 16 20
4 5| 1 8 10 4 5| 1 8 10
2| 16 4 5 2| 16 4 5
1 s 2 16 T 2 16
4 1 g 4 1 8
2 4 2 4
1 b §

On remarque qu’a partir de la ligne 4, pour une m&ateur de, les suites de Syracuse des deux types de
nombres sont identiques. On peut conjecturer quéstdtat est général.
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c) Démonstration de la conjecture

Construire le début des suites de Syracuse dadelescas :

Terme initial : & + 4 Terme initial : & +5

8k + 4 est pair donc le terme suivant det42 8k + 5 est impair donc le terme suivant est 2416

4k + 2 est pair donc le terme suivant dst21 24Kk + 16 est pair donc le terme suivant est 12k + 8
2k + 1 est impair donc le terme suivant dst-64 12k + 8 est pair donc le terme suivant dst-64

Donc la conjecture est vérifiée.
3) Démontrer le résultat demandé par disjonction dss c

1*" cas: n est de la forme 4, n est donc pair, son successeur dans la suitkggsti 2st strictement inférieur
a 4k donc strictement inférieurra

2*™cas: n est de la forme & + 1, n est donc impair, son successeur dans la suittbast1X + 4.
Ce nombre est pair et a pour successduttst X + 1.

3k + 1 est strictement inférieur & 4 1 donc strictement inférieuma

3*™cas: n est de la forme & + 2, n est donc pair et a pour successeur 2k + 1 quteéstement inférieur &
4k + 2 donc strictement inférieuma

Ce qui achéve la démonstration.

3. Pour aller plus loin
Utilisation du tableur pour obtenir directementlngueur de la suite de Syracuse d'un entier nature
Ouvrir une nouvelle pagkableur & listes.

Ecrire en Al le nombra choisi, recopier en A2 la formule utilisée dangiebléme Copier cette formule et
la Coller vers le bas jusqu’a A200.

Ecrire en B1 la formule :

|BI | =when(a7="1]",0,1)

La Copier et laColler vers le bas jusqu’a B200 (les deux colonnes doigeoir exactement le méme nombre
d’éléments).

Cette formule inscrit O si dans la cellule A adj#teene figure aucun nombre et 1 dans le cas coatrai
Nommer la colonne Bm par exemple) en « téte » de colonne.

Pour obtenir la longueur de la suite de Syracuseffit de demander dans une cellule quelconqu®iame
des éléments de la colonne B par I'instructisam(m) (écrite dans I'exemple dans la cellule E1).

On retrouve bien dans le premier écran, le résdd#tda questiod.c): L(27) = 112 (cf. écran, page suivante).

Pour un autre calcul, remplacer la valeur en Al.
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B =] [ (X] EE B E] [ X E

_ 3 | exhenlm e ar = ..!'._|,,_ i e a_ +1
B1 | =when(a7="{",0,1) A% (S i ane =L ,whm(@a_,_(q@ g J)
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