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Autour de I’épreuve 2 du CAPES 2009

Auteur : Gilbert JULIA TI-Nspired CAS

Avertissement : ce document a été réalisé avec la version 1.7 de la TI-Nspire CAS

Fichiers associés : ep2_20009.tns, thlucas.tns

Ce document propose une résolution, assistée plule#rice, de certaines questions de la deuxiéme
épreuve du CAPES 2009 de Mathématiques. Des gpattees du sujet, les extraits présentés ci-dessous
retiennent uniquement les thémes qui paraissentgiobénéficier d'un travail d’appoint sur la caltatrice
TI-Nspire CAS.

Le lecteur est invité a prendre connaissance detdgralité de I'épreuve sur le site du CAPES de
Mathématiquesittp://capes-math.org/2009/ep2 2009.pdf

Il ne s’agit pas d'un corrigé type. Ce documeneaie quelques éléments de correction, envisage&les
situation de concours, et des travaux d’approfoselisent des notions abordées (figures d’étude,dgyde
syntheése,...), exploitables sur un plus long terme.

1. Extraits du sujet : Racines d'un polynome a coefficients complexes,
racines de son polynome dérivé. Théoréme de Lucas.

D’apres les parties A et B : un exemple numérique

N.B. L’objectif de ces deux premiéres parties estdéterminer un majorant des modules des racines d’

n-1
polyndme unitaireP(X)= X" + Zakx k A coefficients complexes.
k=0

La partie A montre que le nombreRzma>{|ao| ; 1+]ay| ;1+|a2|,...,1+|an_1|} est un tel majorant. La
partie B montre que l'unique squtiorp(P) réelle strictement positive de I'équation d'incoenx :
n-1

> la|x* =x", dite « borne de Cauchy », en est un autre.

k=0

Al. Un exemple numérique

On considére les nombres complexgs=6-2i, a, =-3-5i, a, =—-2+ 3 et on définit le polynémep(x)
par: p(X)=X%+a,X? +a,X +a,.

1.1.Montrer quep(X ) posséde une racine réelle.

1.2.Résoudre dans I'équation : z* +3iz-3+i= Q

1.3. Vérifier que les imagell;, M,, M3 desracines dep(X)appartiennent au disque fermé de ceftiet de
rayonR oUR = ma><{|a0| ; 1+]ay; 1+|a2|}

B3.4.Soit (¢} )_1,5les trois racines du polynonedéfini ci-dessus, aveld,| <|¢,|<|¢;|. Déterminer, a la
calculatrice, une valeur approchée de la bornealeldy ,o(P) de ce polynéme et vérifier pour ce polyndme
que :(Q/E —1),0(P)s|53| < p(P) (N.B. Résultats des questions B3.2 et B)3.3c
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Partie C : Théoreme de Lucas

2. Théoréme de Lucas
n
Soit f(X)= Zakx" un polynéme de degméa coefficients complexes et sbi{ X sgn polynéme dérive.
k=0
Soit {r,, r,....,r,} 'ensemble des racines d&(X et)soita; 'ordre de multiplicité de la racing pour tout
jofi; 2. m.

' m
2.1.Montrer que pour tout nombre complexe’'appartenant pas{ai, (YR rm} : ff (Z) :z !

2.2.Soitr une racine dé'(X )n’appartenant pas érl, Foyers rm}. Montrer que :z (r -, )=0 et

2
en deduire que le point d’affixe est barycentre des pointM,;, M,,..., M, daffixes respectives

(PP SR

2.3. Montrer alors que I'ensemble des points dont iges sont les racines ddé'(X et inclus dans
I'enveloppe convexe des points du plan dont lagedfsont les racines die(X . (Théoréme de Lucas

2.4.lllustrer ce résultat pour le polynémealéfini par : p(X): X3-(2-3)X?-(3+5)X +6-2i.

Partie D : Théoreme de Lucas et polynbmes de degré 3

On se propose, dans cette partie, de démontreaffimement du théoréme de Lucas pour les polynéshees
degré 3. Plus précisément, on se propose de mdéaésultat suivant :

Soit f un polyndme unitaire de degré 3 a coefficients dergs. On notév;, M, et M3 les points du plan
dont les affixes sont les racinesfde<) . Alors les racines du polyndme dérifé(X ) sont les affixes :

» Des foyers de I'ellipse tangente aux trois cétésridmgleM;M>M; en leurs milieux sM;M,M3 n'est
pas équilatéral.
* Du centre du cercle inscrit dans le triangle sil @yuilatéral.

1. Etude du cas otM;M,M; est équilatéral

Soit f(X)=(X —=r,)(X =r,)(X —r;) oliry, r, etrs sont trois nombres complexes distincts.
On suppose que les poilis, M, etM; d’affixes respectives, r, etrz ne sont pas alignés.

1.1. Montrer quef‘(X)posséde une racine doulblbesi et seulement si le trianghd;M,M3 est équilatéral et
son centre de gravité a pour affice
1.2.Conclure.

2. Une propriété de la tangente a I'ellipse

Soita un réel strictement positif et soidhetF deux points distincts du plan tels gBE'< 2a.

On appelle ellipse de foyefset F' et de demi-axe foca I'ensemble (E) des pointd du plan tels que :
MF + MF'=2a.

Soit t— M(t) une paramétrisation de classede I'ellipse. Pour tout poini (t) appartenant a (E), on note

7(t) :%(M (t)F) un vecteur directeur de la tangente a (E)efn) et on pose :

- _ 1 o B :

u(t)= voF M OF et v(t)= oM OF
2.1.Montrer que d IM (t)F):EIM (t)F‘)
. e dt '
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2.2.Montrer que le produit scalail(é(t) + Q(t));(t) est nul.
2.3.En déduire que la tangente a (E)Mft) est une bissectrice du couple de dro((@8(t)F) ; (M (t)F")).

3. Un théoreme de Poncelet
Soit P un point strictement « extérieur » a l'ellipse (E)est-a-dire un poinP tel quePF + PF'>2a). On
admet gu'il existe toujours deux tangentes issed3 @ (E) et on noté@; etT, les points de tangence.

3.1.SoitF, 'image deF par la réflexion d’axeRT,). Montrer qud='F, = 2a.

3.2.0n note de mémeE, I'image deF par la réflexion d’axeRT,). Montrer que PF’) est la médiatrice de
[FaFa].

3.3.0n se propose de montrer que les angles de d(@R&s ; (PF)) et (PF’) ; (PT,)) sont égaux. Pour
toute droiteD du plan, on not&; la réflexion d’axeD.

3.3.a) Déterminer S, o SPTl(Fl) et en déduire la nature et les éléments caraitgies de la composée
Spr © Spr1-

3.3.b) Déeterminer de la méme facon la nature et les éi&srearactéristiques de la compos®g, o S, et
conclure.

4. Etude du cas oiM;M,M;n’est pas équilatéral

Soit f(X)=(X -r,)(X =r,)(X —r;) oliry, r, etrs sont trois nombres complexes distincts.

On suppose que les pois, M, et M; d’affixes respectives, r, etrz ne sont pas alignés et que le triangle
M;M,M;n’est pas équilatéral. On noteetw’ (avecw # w’) les racines du polynéme dérivfé(X) etF et
F’ les points d’affixes respectivesetw’.

4.1. Justifier qu'il existe une ellipse (E) de foy&retF' et passant par le milieu d&1{M,].

4.2.a)Montrer que, dans[X], on a I'égalité :
X —w)(X = w)= (X =1 )X =)+ (X =1, (X = 1) + (X =g )X —1).

o+,
W_ —
4.2.b)En déduire que 12 2 - _N~h puis que la droiteM;M.) est tangente a (E).
h—r W'_rl+7r2
2

4.3.a)Montrer que L2 h :3W_ iy

w-r, g =1

4.3.b) En déduire queM;M;) est la deuxieme tangente a (E) issud/lge
4.4.Conclure.

5. lllustration du théoréeme de Lucas

Question non posée dans le sujet original.
lllustrer le théoreme de Lucas en construisaniipet tangente aux trois cétés du trianglgvi,M; en leurs
milieux lorsquef est le polyndme étudié au début du probleme.
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2. Eléments de correction de I'exemple numérique des parties A et B

ALl. Ouvrir une pag€alculs. Définir le polyndmep.

1.1. Montrer quep a une racine réelle revient a chercher s’
existe un nombre réelqui annule en méme temps la parti
réelle et la partie imaginaire @éz , te qu'accomplit le
nombre reel 2.

1.2. Une factorisation de sans spécification de variable fait
apparaitre en facteur le polynéme en questiorofieiel ne
recherche pas de racine complexe).

Si on spécifie la variable, le logiciel pousse datbrisation
plus loin et fait apparaitre les deux autres racinEactor

(@) (GH>@){2)) produirait le méme affichage.

1.3.L’outil cZeros (G=G>@ D) du mentAlgebre
Complexe explicite la liste des trois racines du polynfme
Cette liste est stockée en variatge

Le plus grand des modules des racinep dst/5 . |l s’agit
du module de la racing; =1-2i .

1.1 RAD AUTO REEL 7
.D?_fln?_E(ZJ:E__:!12...3..@).?._:_I:?lff_ﬁ_@)_}?i@__?__lj
Terpming
real(p(z J z=2

|

e

factor(plz)) (z-20 2 43ize-344)
factor(n(z),2) (z-2)-(z4- 14280z 144)
. e
1.1 RAD AUTO REEL i
| |naglole)-o ] A
factor{plz)] (r=2)- 22 +3ei24-341)
factorlplz] 2] (z-2)-(z+-1+2:2)-(z+140)
e o B [ {1-2¢-1-i2}
maz(]r|] Js
- =

L'outil polyCoeffs (@D GD{e(a)) dresse la listda,, a,, a,}
des coefficients dep (dans cet ordre) sans avoir a le

ressaisir. La Iiste{1+|a2|,1+|al|, |a0|} s’en déduit.
Le nombreR de cette partie de I'énoncé est égaka +1.
On vérifie quel¢;| est plus petit que la boriRe

B3.4. Inversement, [I'outil polyEval (disponible dans le
catalogue &) affecte les éléments d'une liste aw
coefficients d'un polyndme. Il permet de construile

polyndme |2 - 3i|x® +|3+5i|x +|6 - 2i| sans avoir & ressaisir
ses coefficients.

La résolution numérique EGH(5Y) de I'équation 501855
x® =|2-3i|x* +|3+5ix+|6~-2i| donne pour borne de (32_1).39_@ 10,9316
Cauchy: p(p)= 502 a 0,01 pres par exces. Elle es

inférieure a la born&R =1++/34 obkenue précédemment. 13,@5

Nous avons vu quh’3| =./5, les modules des autres racines

D'une part,|{;|<5 alors quep(p)> 5 D'autre part, le cal

1.1 RAD AUTO REEL i
ley_f_f_Qﬁff_s_[ﬂz:%_fJJ A
{-2434,-3-54,6-2: }
{1,1,0 b+{{-2434-3-5-46-2¢}|
{JE+1 u@ﬂ 2410 }
max({E+1,J£+l,2- 10 }) Jg+l
J5_<J£+1 frus
= =
410
1.1 RAD ALTO REEL %

o {1354 210 }
polyEvalﬂchx) E-xzﬂlg-:ﬁ} 10

nSolve(x3=JE-x2+J;-x+2- 10 ,x)—:f:

g2 etl¢,| = |-1-1] = V2

cul de%\/i—l),o(p)—\/g donne un résultat

strictement négatif. La double inégall#2 ~1)o(P)<|7;| < p(P) est vérifice.
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3. Eléments de correction de la partie C
2. Théoréme de Lucas

2.1.La formule de dérivation d’'un produit appliquéla &onction polynbmez f (2) = I'| (z— r )"J’ donne :

zi> £'(2) :ji:l[a,» (z—r,»)"j‘l[!] (z-r )" H Fl

m .
Lorsquez est distinct des racines ge: f'(z) = f (2> ——
=127

L moq.
2.2.Sir est distinct de tous les nombmgset si f'(r)= 0 le quotientf (r) =Z L est défini et égal &
R
i m a. r-—r.
zéro. Par conjugalsonz Z =O. Mais pour chaque indige ! :‘ “2 . On obtient :
—1r_r j=1I — r_rj r—r.
J

m
z (r -, )=0. Géométriqguement, | est le point d'affixer, ce point apparait comme barycentre

jzl‘r—r‘

des pointsV; affectés des coefficients strictement posm#s—
RM;

2.3. Les points qui sont les images des racines dunpatg derlvé sont ou bien certains des pdifiteux-

mémes (dans le cas de racines multiples) ou bisrpdiats du typdr, strictement intérieurs a I'enveloppe
convexe des images des racines. dls sont tous dans I'enveloppe convexe de castpda.

2.4.Le polyndbmep admet trois racines simples,;:=1-2i ;r, =-1-i; r; = , @ffixes des pointsl;, M, et
Ms. Son polynéme dérivé est un polyndme de degré 2dmiet deux racines, toutes deux distinctes,de
etrs.

Nous nous proposons de réaliser une premiére figastinée a conjecturer qu’il existe a l'intériedu
triangle M;M,M; deux pointsR qui sont barycentres des poig (j = 1, 2, 3) affectés des coefficients

, C'est-a-dire qui vérifient la relation vectoréell—— 1 RM +——— ! RM +—— 1 5 RM3=*
J RM,? RM,’ RM,

RM ?

* Figure d’étude 13

Ouvrir une pag&raphiques & géométrie. Placer les images [
M3, M,, M3 des racines de Créer un point libr&® Mesurer — [#.28
pouri =1, 2, 3la distancel;, de R au pointM; puis calculer

'inverse du carré de cette distance. A cet effditer le texte

iz (@ {6)) et calculer I'expressioref1H{8)) en M2

1.56 u
sélectionnant pout, tour a tour, chacune des mesures. el

» -2.2¢ MI 062
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Construire dans chaque cas I'imagielu pointM; par 'homothétie @)(@®){5)>) de centreR et de rapportd_i2 .

Définir les vecteurRU; puis le vecteuRS= RU, + RU, + RU, , par exemple en construisant le translaté

de U, par la translation de vectelRU, puis le translaté .im BAD AUTO REEL i
(@=@®{3)) de ce point par la translation de vect&W, . oz8 TV x

Par construction, ce vecteur est le vecteur
! > RM,; + ! > RM, +% RM;.
RM, RM, RM; | e

M2

Afficher la norme du vecteuRS (sur I'écran ci-contre : L3du
0.56
0.5033).
0:5033

» -2.29 M1 0562
En déplacant le poinR dans le trianglévi;M,M3, chercher im RAD ALTO REEL [ ]
empiriguement a annuler la norme du vectB&. p.28 TV x

1.28 3257

Nous pouvons conjecturer qu’il existe deux posgiate R
qui réalisent I'annulation. Voici & peu pres l'udes deux 2,41y

. 0,172
positions (le vecteuRS n’a plus pour norme que 0,0356).
MUF e gl
0.972 u G
. . 1
1.06 =
Ay dz
0.0356 z b 13z
» -2.29 MI 0.5%2

Une deuxiéme figurey posteriorj a maintenant pour objectif de vérifier que leag®s des racines du
polynédme dérivé sont bien les points conjecturés.

Revenir a la premiere pa@alculs et calculer, a l'aide de T RAD AUTO REEL 0
i . . - g i ]
I'outil cZeros, Ig liste des racines du polynéme dérivépde e 0135474165765 b c o1ges &
Stocker cette liste en variabié.
(3 2_1).5,_@ -0.931642
cZems(di(p(Z:l),z —=rd
Z
(it foe folind fie
i, - ‘£
6 6 6 6
™
1654
Dans la pag€@raphiques & géométrie, afficher les coordonnées .im RAD AUTO REEL [ ]
du point libreR. Les remplacer respectivement par la part sog K7 ”
réelle et la partie imaginaire de l'une des raciks [ P TNy
olyndme dérivé real(rd|1]) etimag(rd|1)) . a4
poly ( []) g( []) (,1».—3'?,-0.?64 ) 10(.]288 i
R et Ssont maintenant des points confondus, la norme du - ’
- . . L . k iz iS5
vecteurRS « disparait » de I'écran, signe que ce vecteur e¢| 32
bien le vecteur nul. Méme constat avec l'autrermaci 2.39u i N
0.176 S, - —
d2
120 u
» -2.29 M1 0.6
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4. Eléments de correction de la partie D

1. Etude du cas oM;M,M; est équilatéral
Ouvrir une nouvelléActivité et une pag€alculs. Définir le

R - . - 2.1 RAD AUTO REEL [ ]
polyndme f. Les coefficients du polyndme dérivé son -
stockés dans la liste & I'aide d’'une commande du menu| Define Ax)=lx—r1)- be—r2)- be—r3) Terming [
Algeébre Outils Polynomes (G=)(3>{6>{a)). d

polyCosffs —(f{x:lj -
Dans I'hypothése ou un polynbme du deuxiéme deg x
2 . . , { 3,-2- (r}+r2+r3:|,r2'- (r2+r33+r2-r3}
ax® +bx+cadmet une racine double, celle-ci est égale
b ) -0[2] ritritrs
nombre «“<og > Dans le cas du polyndme dérivéfdee | ;. [4] 3
T r+r,+ry | |
nombre complexe coincide ave% qui n'est autre 3@99
que I'affixe du centre de gravité du triandfleM,M;.
Cette racine dpuble a lieu lorsque le discrimirdant 'j’ RAD AUTO REEL [
polynome derlvc_e est r,1ul. . . 3,-2-(?'I+?'2+r3:|,?'i’-(r2+?'33+?"2-r3} &
Il est alors possible d’exprimer en fonction de, etrs,
expression que la calculatrice affiche avec I'ceiiéros. <[2] ritretrs
Nous obtenons une liste de deux expressions pessipli 2c[1] 3

est stockée dans la variakle Czemstc[2]2_4_c[1]_6[3];3)_m

[ r2{infs dorsbanfs 4) fzbanfs 4,

2 ’ z
| =
4759
AL i S - | :
Le calcul de——= affiche une liste contenant les forme ! RAD AUTO REEL %
u-r
3 -z [1+J?T L1 J?T .
1,8 .1 8,
- 7T 7T _ ,
algébriques deexp{|§J et de ex;{—ng comme le | ¥ 2 2 2 2
- . . Ml e 1 s
confirme une conversion en coordonnées  polail ||+ ko= i pPolar
(SO O)) —
Lorsque le poinM; a pour affixe I'une ou l'autre des valeur e3 o3
r, trouvées, alors |
M, M — T [
—2-1=1 et \M;M;,M M, |=+= mod2r. 6799
MSMl 3

Le triangleM;M,M; est isocéle et a un angle de mestuﬁg . il est équilatéral.

Réciproguement, si le triangd;M,M; est équilatérak; s’exprime en fonction de et ders selon I'une ou
l'autre des expressions ci-dessus (selon son atienj. Le discriminant du polyndme dérivé est slégal a
zéro, ce polyndme a une racine double. Le calcaed® racine double effectué plus haut reste addioé, il
donne la méme affixe que celle du centre de graitiiangle.

© Texas Instruments 2009 / Photocopie autorisée Ecrit 2-2009/ 7




Ecrit 2 - 2009 CAPES Mathématiques

2. Une propriété de la tangente a I'ellipse
» Réalisation d’'une figure d'étude
Ouvrir une nouvelldctivité et une pag€raphiques & géométrie. VVérifier que le mod®adian est activé.

Placer deux point& et F sur I'axe Ox de sorte qué\, F, O soient alignés dans cet ordre. Construire le
symétrique-’ deF par rapport au poir®.
Mesurer les distancé3F et OA et les stocker respectivement dans les variabdes.

L'ellipse (E) de foyers- etF’' et de demi grand ax©Pp] est ‘
obtenue comme courbe paramétrée)(3>(2)) a l'aide des _ﬁﬁ RAD AUTO REEL A

x, (t) =a.codt)

y, (t) =va? - c®.sin(t)

Le pointM étant choisi sur I'ellipse, construire la tangeste
M (G=9{s>(7)). Les angles géométriques que détermine [;;
tangente avecMF) d'une part, et IF') d'autre part, sont
mesurés I'un aprés l'autre.

formules :{

DéplaconsM sur lellipse : les mesures des deux angle
paraissent rester égales, ce qui permet de corgecjue les [**
angles de droites sont égaux.

» Au tour des démonstrations

2.1. M(@)F' et M(t)F différent d’'un vecteur constantM (t)F'=M (t)F + FF'. Leurs vecteurs dérivés sont
donc égaux.

2.2.0n part de la relationM (t)F =4/ M (t)F.M (t)F que I'on dérive :

d _TOM@OF . d v
Olt(M(t)F) MOF .Son.dt(M(t)F) 7(t).0(t).
)= 7(t).M(t)F'

De méme :E(M (t)F'
dt M (D) F"

= 7(t).V(t) .

d

a(M (t)F) est égal & zéro pour totice qui

Puisque M (t)F + M (t)F 'est une constante%(M (t)F)+
donne r—(t)(@ + @)z 0 pour toutt.

2.3.Les vecteursu_(tj et \ﬁ sont tous deux des vecteurs unitaires, et ils divatteurs respectivement de
la droite (M (t)F) et de la droitéM (t)F").

Il s’agit de deux vecteurs de méme norme, leur serdirige donc une bissectrice de la paire de droite
((M@®)F); (M(t)F)) et, plus précisément, la bissectrice de la pérelemi-droites[M (t)F) ; [M (t)F"))
(demi-droites d’origine M (t) dirigées respectivement paﬁ et par \ﬁ). Cette bissectrice est la
bissectrice intérieure de I'angle de somiedu triangleFMF’.

Puisque@ est orthogonal & cette somme, il dirige I'autigsbttrice de la paire de droites. Cette bissectrice
est la bissectrice extérieure de I'angle de sonivheti triangleFMF’.
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3. Un théoréeme de Poncelet

* Réalisation d’une figure’étude _ﬁﬁ] RAD AUTO REEL

Ouvrir une nouvelleActivité et une pageGraphiques & a=7 u
géométrie. Construire l'ellipse comme dans ['activite c=5u
précédente. (On peut sélectionner I'applicationc@dénte

(CED® ou (DEDGHGBD) et effectuer un « copié-collé >

dans la nouvelle activité). /

yExs) 1445
Les pointsT; etT, sont choisis sur I'ellipse. Le poiRtest
défini comme étant le point d’intersection des tarigs a
I'ellipse enT, et enTo.

» -9.64
. .- . . , 1 4.1 | RAD AUTO REEL
Construire l'imageF; de F par la réflexion d’axe RT)). i — [l

Créer puis mesurer le segmeRt]. e N a=7 u
. . - e=5u
« Conjectures pour la questidl . Jor 11 _
l > |horizontale @ shiftiay + 4 ou b
Les pointd=;, T; etF’ semblent étre alignés dans cet ordre. ! veficale Sshifift) + & ou¥
. x
Déplacons le poinT; sur l'ellipse : la longueur du segmenif-i¢4s % W = bz g 1445
[F'F.] semble étre toujours égale a.d'activation de la .
trace géométriqgue EI(5>{4>) a propos deF; laisse %
conjecturer qu'en effet, lorsque décrit I'ellipse, le poinf; \.
se déplace sur un cercle de cefire » ki
» Conjectures pour les questioB2 et3.3 4 41| BAD AUTO REEL [
Construire I'imagd-, deF par la réflexion d’axeRT,). Si 1155 17 FEO
les conjectures précédentes sont exactes, lespogiatT,
ont les mémes propriétés gaget T, correspondant 0.334rad K

simplement a une autre position sur 'ellipse dinpde
contactF' devrait étre équidistant dg et deF,. La
construction du symétrique deF; par rapport aRF’)

laisse conjecturer que est en effet confondu avée. 10364 F / \ 1855
[} O \

Mesurer les angle§, PF et FPT, dont on peut conjecturer
I’égallté » T c=5u 7u

» Au tour des démonstrations

3.1.PuisqueT; appartient a I'ellipse T,F + T,F'=2a.

O
Puisque PT,) est bissectrice extérieure del,F’, la réflexionSr; transforme la demi-droiteT{F) en la
demi-droite de supporf(F’) et d’extrémitéT; ne contenant pds'. F; est donc sur cette demi-droite. Les
pointsF,, T; etF’ sont alignés dans cet ordre. Il en résulte geg='=F,T, +T,F . '

Une réflexion conservant la distancg F, =T,F . En conséquenceF,F'=T,F +T,F'=2a

3.2.La méme propriété concerne au méme titre le gaintF,F'=T,F + T,F'=2a. Les points etF’ sont

distincts, puisque I'un est intérieur et 'autretérieur a I'ellipse. Tous deux équidistants Fleet F,, ils
déterminent la médiatrice dE,f,], il s’agit de la droite RF’).

3.3.a) Par chacune des deux réflexions de la comf8séeS;;,, le pointF; a, successivement, pour image

F puisF lui-méme. La composée est une rotation (composékede réflexions d’axes sécants), de ceRtre
(point d'intersection des deux axes) et d'anglédable de I'angle des droitdPT, ) ; (PF)).

© Texas Instruments 2009 / Photocopie autorisée | Ecrit 2-2009/ 9 |
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3.3.b) Par la composé®.;, o S, le pointF; a, successivement, pour imagg du fait que PF’) est
médiatrice deff;F;] puis le pointF. Cette composée est la méme rotation que la peét&guisqu’elle a le
méme centr® et qu’elle envoid-1, point distinct du centre, sur le méme point. Sngle s’exprime comme
étant cette fois le double de I'angle des dro{{&§") ; (PT,)).

On en déduit2((PF) ;(PT,))=2(PT,) ;(PF")) mod 277 puis : (PF') ;(PT,))=((PT,) ;(PF") mod 7. Les
angles orientés de droites sont égaux. Les pawesraites{(PT,),(PT,)} et {(PF),(PF} ont les mémes
bissectrices.

4. Etude du cas oiM;M,M;n’est pas équilatéral

4.1.Le milieuT de M;M,] n'appartient pas au segmef ] (d’'apres la partie C du probléme, les poiats
et F’ sont des barycentres des poikts M, et M; affectés de coefficients strictement positifs sitgt donc
strictement a l'intérieur du triangle). Dond F + TF'> FF'. L'ellipse en question est I'ensemble des points
M du plan tels que MF + MF'=TF + TF".

4.2.Dans une pag@alculs d'une nouvelleﬁctivité_, définir le :ﬁ?} RAD ALTO REEL |
polynémef puis le polynéme, notg, de la questiod.2.a =
, , Define f{x |:x ?"3) Termming [
Sa forme développée est :
(X) _3X2 _ 2(r R )+I’ L+t + T Define gfx:'=(x—ri’:|-fx—r2)+f):—r2)-|:x—?'3)+|:x—'
g PR EY R PIE R U R F1PR Terming
expand(gl:x:lj
3-x2—2-?"I-x—2-?"2-x—2-?'3-x+?"1-?“2+?"1-?"3+?"2-'
I
=
2499
Le polyndmeg et le polyndme dérivé dé sont deux * =1 [ RAD AUTO REEL ]
polyn_o_mes _du de_UX|er_ne degré qui ont les MEeN| . 2 . . o gt T Der TG
coefficients, ils sont identiques.
Leur expression factorisée est de la forg — w)(X —w), poly Coetfe(g )
puisqu’il s’agit d’'un polynéme du deuxiéme degréndte {3 2lrrrzesrrlr2es)irors)
coefficient deX *est égal a 3. polYCoeffs(dinj)J ed
X
La liste de leurs coefficients est stockée en bézied. (3,2l 14r2er3) r1-lr2eralerrs
~
G99

En exploitant les relations entre coefficientsaatimes d’'un polyndme du deuxieme degré, on obtienk
2(r, +1, +13)

W+ w= 3
relations entre les cing parametres : :
ww' =z Frafs #1sh
' 3

Sur la calculatrice, on notevaetv (et nonw’) les deux racinésiu polynéme dérivé pour éviter des conflits
de variables.

! Ces notations etw seront désormais employées dans les commentaikesits.
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Suivant que l'on considére la somme ou le prodes c
racines, le nombre; peut s’exprimer de deux fagons e
fonction des autres parametngsw, r etr,. On utilise une
des deux expressions (en l'occurrence, le prodoajr
exprimerrs.

Le résultat est stocké dans la variaidle

Puis, a I'aide de I'expression non utilisée (ertorrence, la
somme), on exprimeen fonction des parametres r; etr..

Le résultat est stocké dans la variable

Il reste maintenant a effectuer les calculs demsuddés les
guestiongt.2.bet4.3.a

1 5.1
poly Coeffs| — JJJ =i
dx

RAD AUTD REEL

{3 -2- (rI +r2+r3),r1 (r2+r3 +r r3

]
g3 Bvworlr?
solve(v-w=c [ ],r_?) ri= Lt
cd| 1] ri+n2
Ivw—rirz Swrlrsd
— 73
ri+rZ ri+rZ
&
8/99

1

ol

 cd|2] ]

RAD AUTO REEL

3 lrrer2)w—se(r12 +rI o4
3(2ew—r1-r2)

3lr1er2lw=a-r 12 4r 1 r2er2? )

3-(2w—rr-r2)
3lrrer2lwea-r 12 4r 1 r2er 22

[
|
>
0

r+r, 4 7.1 | RAD AUTO REEL |
r,=r R B ~
2 1 ’ H =
2. es—=———
4.2.b)Les nombr T etl12 — s’expriment i 6-(2w-r1-r2)
- 1 2 - _
v ri+rZ ri-rz
2 V-
visiblement d’'une méme facon. 2
) 142 6l2-w—r1-r2)
Ces deux nombres complexes sont égaux. lls ontldsnc W e
mémes arguments. 19— 2 ri-rz
ri-rz I
™
145439

Soit alorsT, le milieu du segmentM;M,]. L'égalité des arguments s'interpréte en termesnuesures
d’angles par :(M le,ﬁ)z (TF', MM 2) mod277. Les pointdVl;, T et M, étant alignés dans cet ordre, cette
relation s’écrit :(‘I’Wl,ﬁf)z (T_F",TMZ) mod277, soit : mﬁ): (‘l’?",ﬁ)+ﬂ mod277.

La droite M;M,) est la bissectrice extérieure de I’an{jﬁ,f‘)

- v-r R St ¢
4.3.0n vérifie que3——= est identique &%2—=.
r,—n w-r,

Ces deux nombres complexes ont donc aussi les mér
arguments, ce qui s'interprete géométriquement i ains

(MM, MF )= (M,F, MM, | mod27.

En tenant compte de la questi®I3, cette relation angulaire
montre que N1;:M5) fait avec M:F) le méme angle de droites
que la deuxieme tangente a l'ellipse issueMde la droite
(M1M,) est cette deuxiéme tangente.

. il s'agit de la tangente éha I'ellipse.
On sait désormais qud(M,) est I'une des deux tangentes a I'ellipse issieddd

1 71| RAD AUTO REEL 7]
V= =)
2
e 6 [ 2ew—r1—r2)
e E\2w—rI-rZ]
12_72 rI-r2
ri-r
3-(1;—?'1) -IC?'I—?“Z:I
ri-rl

w—rf I
&

&Le domaine du resultat peut etre plus grand gue L.
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4.4. Les parametres; et r, sont permutables. Comme erﬁm RAD AUTO REEL [
L . v-r —_— e
atteste I'écran ci-contre, le calcul dbﬁ donne un ,_ri? I M
3 2
. R , 2
résultat analogue a celui dB8.a
De ce fait, la droite NI-M3) est la deuxieme tangente & ~— "~ o]
I'ellipse issue deM,. L'ellipse (E) passe par le milieu de
[M1M,] et est tangente aux trois cotés du triangle. 3bra) it
r3-r s I
&Le domaine du resultat peut etre plus grand gue L.

On montrerait pareillement I'existence d’ellipsesfdyersk et F', tangentes aux trois c6tés du triangle, et
passant respectivement par le milieu BeMs] et par le milieu deNsM,]. Mais il s’agit d'une seule et
méme ellipse, puisque il existe (au plus) une sdliple foyers donnés et tangente a une droite donnée
L’ellipse (E) est tangente au milieu de chacuntdas c6tés du triangle.

5. lllustration du théoreme de Lucas
[Fichier associé : thlucas.tns]

L'objectif est de construire une figure illustrdatthéoréme de Lucas et s’actualisant lorsqu’omgede
polynédme du troisiéme degpéconsidéré.

Soitp un polyndme du troisieme degré a coefficients cenxgs qui admet trois racines distinctes et dont le
polynéme dérivé admet deux racines distinctes. @prgpose d’associer a ce polynéme un triakgh,M;

du plan complexe dont les affixes sont les racttegset de construire I'ellipse tangente en leurs miiaux
cOtés de ce triangle.

A cet effet, créer un nouveau classeur. (Le régtaupisi dans ce qui suit edode Approché etFlottant 3).

Ouvrir dans ce nouveau classeur une [Gadeuls. 11 RAD ALTO REEL i
Le programmelucas() ci-contre envoie les racines du@&| lucas 66
polyndme couranp dans une liste de 3 éléments, et les Pram

racines du polynébme dérivé dans une litele 2 éléments. g

Il fait afficher les deux listes et stocke les mtréelles des Czef‘OS(P(ZJ»ZJ*?icZemS(E(p(zﬂ,z)ard
cing nombres listés dans les variabdas bx, cx, vx, wx et Disp 7:Disp rd

leurs parties imaginaires dans les variatagsby, cy, vy, wy. reallr{ 1]] ~acreally| 2]) — pereallr{ 3 ]) — e *

o , ) 1lra] 1]) s ocreallra] 2
Ce programme sera destiné & actualiser les données. TRRIRL -y T GTSRE £ 4

imaglr 1 —}aylmag(r 2 J—}by 1mag( [3])—}
Ellmag ral 1)) s wyimagtral 2] s

[ O ||

EndProm
Le polynémep de I'énoncé est enregistré et le programme Fi RAD APPROCH REEL i
lucas() exécuté. A
_ _ _ Yefine plzl=z" ~(2- 31122~ (3+5-1): Z+62
Les racines dp s’affichent, de méme que les racines du —— |
polynéme dérivé (ou tout au moins des valeurs aydes 0
de ces nombres). fucas
{1 =2.04-1.-1,2
{1.37-0.764+4,-0.04-1.24:4
Terminé
T |
272 =
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Ouvrir une pageGraphiques & géométrie, placer les points
My, M, M en liant ()E=(7>) leurs abscisses
respectivement aux variablex, bx, cxet leurs ordonnées
respectivement aux variablay, by, cy Placer de méme les
deux pointsV et W dont les affixes sont les racines dt
polyndme dérivé en liant leurs coordonnées auxabéasvx,
vy, WX, wycorrespondantes.

Construire le milieuT du coté Mi;M,] et mesurer les
distances de ce point aux poimt&t W. Calculer leur somme
x +y (affichage 1.83 en bas de I'’écran). Saiette somme.

L'ellipse est I'ensemble des point§ du plan tels que:
NV +NW=TV+TW=s.

Tracer a cet effet une droite arbitraire passant\ygy placer
un pointX, et tracer le cercle de ceniépassant pax dont
on mesure le rayon Calculer la différences —r . Tracer le
cercle de centr&/ et de rayons—r. Construire les deux
points d'intersection de ce cercle avec celui detreeW.
Utiliser l'outil lieu (@=9{s>{6>) pour obtenir le lieu de
chacun de ces deux points d’intersection, le paiote étant
le pointX. On obtient en deux temps le tracé de I'ellipse.

* Exemple d’actualisation

Le polyndmep a maintenant pour racines-2 et-2i. Il est
saisi dans la padealculs.

Le programmducas() est relancé.

La page Graphiques & géométrie présente un nouveau
triangle dont les sommets ont pour affixes lesnexidu
nouveau polynéme, ainsi que son ellipse de Lucas. Le:
objets intermédiaires ont de plus été cachés.

im RAD APFROCHREEL [
¥
M3y
> (2,0
v
M2
(-1,-1) v [1.37,-0.764
, T\/(-o.o4,-1.243
0.267
Xty 1.83 n il.Séy M1(1,2]
2| rap APPROCHREEL M
....... RN
12;0]
f137,-0.764
/1-0,04,41.24]
D287 i
X+ 1.83 il.SGy M1(1,2]
ﬁ RAD APPROCHREEL [l
=~
Define pfzj=(z2—4)-fz+2-i) Terming | (|&
Iz:cas()
{-20i2,2.}
{0.943-0.667-4,-0.943-0.6671 )
Terminé
~
299 |G
im RAD APFROCHREEL [
¥
M3 %
i2,0)
(0.943,-0.667
(-0.943,-0.66
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