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Resumen

Se presenta una propuesta de ensefianza basada en actividades cuyo
proposito es favorecer el aprendizaje de aspectos relevantes del
razonamiento geomeétrico, haciendo énfasis en la potencialidad que tiene el
software de geometria dinamica para promover el desarrollo, no sélo de la
exploracién y el planteamiento de conjeturas, sino también habilidades y
capacidades para realizar demostraciones formales a través de su estructura.

Introduccion

En educacion matematica, tanto a nivel escolar como a nivel de la investigacion, se esta
dando mucha importancia a actividades que tiene que ver con los procesos de exploracion,
de planteamiento y justificacion de conjeturas, sobre todo por la posibilidad que nos ha
brindado la tecnologia para explorar y descubrir invariantes de manera dindmica e
interactiva.

En este contexto, en las nuevas propuestas educativas (SEP, 2007; NCTM, 2000) se plantea
que los estudiantes deben desarrollar capacidades de argumentacion con el fin de poder
exponer y defender sus ideas y resultados, suponiendo que dichas capacidades favoreceran
en el futuro los procesos de demostracién matematica. De hecho, la comunicacion verbal
actualmente se retoma, como una de las competencias basicas que deben desarrollar todos
los estudiantes a lo largo de sus estudios hasta el nivel bachillerato (SEP, 2007).

No hay duda del papel significativo de la argumentacion en el aula; y sin embargo, el hacer
énfasis en los procesos de argumentacion discursiva parece estar subyugando la
importancia de una de las formas de validacion fundamentales en matematicas: la
demostracion formal.

En el presente trabajo, se exponen los avances de un proyecto de investigacion cuya
finalidad es promover el aprendizaje de la demostracion matematica de estudiantes de
bachillerato, por medio de actividades interactivas usando software de geometria dinamica.
Las actividades se basan en el disefio de Tanguay (2005; 2007), el cual a su vez sigue una
orientacion tedrica propuesta por Duval (1995; 1991).

Probar y demostrar en matematicas

Varios investigadores (Duval, 1991, 2000; Balacheff, 1988; Harel y Sowder, 1988; Harel
2007; Tall, 1999) han dedicado esfuerzos al estudio de las formas de validacion en



matematicas, tratando de caracterizarlas y determinar su impacto, tanto en el pensamiento y
razonamiento matematico, como en el aprendizaje y desarrollo mismo de las matematicas.

Particularmente, Duval (1991, 2000) sefiala que en principio pareceria que la
argumentacion y la demostracion forman un continuo: argumentar, explicar, demostrar; sin
embargo, en el fondo hay un distanciamiento profundo entre ellas, tanto de caracter l6gico
como de caracter cognitivo. Sefiala que "Pasar de la argumentacion a un razonamiento
valido implica un descentramiento especifico que no se favorece por la discusion o por la
interiorizacion de una discusién (Duval, 2000). La argumentacion no abre una via de
acceso a la demostracion y, por tanto, ambas requieren de aprendizajes especificos por
parte de los estudiantes.

Balacheff (1988), considera que la interaccion social tiene una importancia relevante, ya
que a través de ésta es que los estudiantes pueden la plantear argumentos para convencerse
unos a otros. Esta interaccion resulta ser una via para favorecer la toma de
responsabilidades de los estudiantes sobre sus actividades y producciones (Larios, 2000).
Sin embargo, no considera a la argumentacion como una via hacia la demostracion, ya que
éstas tienen objetivos distintos. Mientras que la demostracién es un razonamiento valido, la
argumentacion no tiene esos vinculos de validez, sino de pertinencia; es decir, la
demostracion, a través de la Ldgica, busca determinar el valor de verdad de una afirmacion
con respecto a un sistema l6gico deductivo; la argumentacion, utilizando una l6gica
coherente, busca la credibilidad y el convencimiento de otra persona o personas.

Harel y Sowder (1998) llaman esquema de prueba de una persona a “lo que constituye la
persuasion y comprobacion en dicha persona” (p. 245). Distinguen tres categorias de
esquema de prueba resultantes de sus investigaciones con estudiantes de nivel superior:
esquemas de prueba de conviccion externa (ritual, autoritaria y simbdlica); esquemas de
prueba empiricos (inductivo, perceptual); y, esquemas de prueba analiticos
(transformacional y axiomatico); es en este Gltimo en donde se incluye a la demostracion
formal como una forma de prueba.

Tall (1999) también sefiala que la prueba formal es sélo una entre muchos tipos de pruebas;
describe diferentes formas de probar que pueden ser apropiadas dependiendo del contexto y
del estado del desarrollo cognitivo del estudiante: Incluye por ejemplo, las pruebas de
accion, como aquellas que requieren de una actividad fisica (y que pueden ser apropiadas
para los nifios pequefios), las pruebas visuales involucrando iméagenes gréficas, las pruebas
aritméticas o de comprobacién, las pruebas algebraicas o de demostracion por
manipulacion, las pruebas euclidianas como aquellas en donde se traslada una prueba
visual a una representacion verbal, y las pruebas formales, que abarcan todas aquellas
demostraciones ldgicas basadas en axiomas y encadenamientos deductivos.

En el presente trabajo, tomamos como base tedrica el trabajo de Duval (1991, 1995, 2000).
Asi mismo, consideramos que la exploracion, planteamiento de conjeturas y la posibilidad
de usar diferentes tipos de pruebas matematicas, son aspectos tan importantes del quehacer
matematico como lo es el aprendizaje de la demostracion. Debido al distanciamiento entre
argumentacion y demostracion, identificado en la investigacion de Duval (1999), es
fundamental disefiar actividades que puedan mostrar al estudiante una via para el
aprendizaje de la demostracion matematica. En particular, debemos proporcionarles



oportunidades para que comprendan la estructura de la demostracion deductiva haciendo
énfasis en la organizacion ternaria de la inferencia (ver figura 1).

Regla de inferencia

Los angulos en la base de un triangulo isosceles

son congruentes
Verificacion de condiciones
AABC es isosceles
A ABC tal que AB=AC :> B = 2C
Proposicion de entrada Proposicion inferida

Figura 1. Estructura ternaria de una inferencia

Materiales de aprendizaje
Las actividades disefiadas fueron dirigidas bajo los siguientes cuestionamientos:

1) ¢Qué actividades pueden ayudar a los estudiantes a cumplir los requerimientos de una
prueba formal?

2) ¢Dichas actividades fomentan la necesidad de ir de la verdad de proposiciones a la
validez de inferencias?

3) ¢En qué grado contribuyen a lograr el dominio sobre la estructura deductiva y sobre el
uso de las reglas l6gicas necesarias para el razonamiento formal?

En particular, se cre6 una secuencia de actividades, que fue implementada en dos grupos de
estudiantes de bachillerato (estudiantes entrel5 y 17 afios). Los resultados (Tanguay; 2007)
muestran que las tareas favorecen el entendimiento de los estudiantes con relacion a la
estructura de la demostracion en geometria. La estructura de las actividades, que se
describe enseguida, favorece diferentes formas de trabajo en los estudiantes. Estos pueden
proceder de “atras para delante”, de lo menos evidente a lo mas evidente; una forma de
trabajo comun en el quehacer matematico.

Estructura de las actividades

Las actividades propuestas involucran tres tipos diferentes de recursos en la construccion de
una demostracion:

1) El enunciado verbal de un teorema geomeétrico.



2) Un diagrama que muestra la estructura genérica de la demostracion de un teorema en
particular.

3) Un conjunto de proporciones (premisas e hipétesis) con las que el estudiante podra
construir la demostracion; y

4) Una lista de justificaciones, que seran utilizadas para validar cada uno de los pasos de
demostracion, en una estructura terciaria.

Por tanto, dada una proposicion objetivo (no evidente), el estudiante cuenta con un
diagrama (ver figura 2) organizado mediante casillas ligadas que le servira de guia para
estructurar una demostracion especifica. Asi mismo, el estudiante cuenta con un conjunto
(completo, incompleto o excedido) de proposiciones (ver figura 3), que deberé ir colocando
en las casillas del diagrama, de tal manera que se produzca un encadenamiento deductivo
(no necesariamente lineal). Cada colocacion debera ser justificada mediante un enunciado
que también puede ser proporcionado al estudiante (ver figura 4). Asi mimo, el alumno
cuenta con una construccién geométrica (ver figura 5), que le proporciona una ayuda visual
para el proceso de construccion.

Un ejemplo de estructura de un problema se da a continuacion:
1) Enunciado del teorema

Las mediatrices de los lados de un triangulo concurren en un solo punto.
2) Diagrama

I

/
e
NS

Figura 2. Diagrama para ubicar proposiciones y justificaciones
3) Proposiciones

‘ M es el punto medio de AB ‘ ‘ mies mediatriz de AB | | A1es mediatriz de AB ‘
| ZXMA = 90° | | 90° = ZXMB | | XA=XB |
| AM = BM | | sxma=sxmve || AXMA = AXMB |
X esta sobre larecta am; X esta sobre larecta mm;
XM = XM X=M: X=M;
M el punto medio de AB M el punto medio de AB

Figura 3. Ejemplos de proposiciones dadas



4) Justificaciones

1) Transitividad de una igualdad: Six=yy y==zentoncesx =z

2) Un punto sobre la mediatriz de todo segmento PQ, necesariamente esta a la
misma distancia de los extremos Py Q.

3) Un punto a la misma distancia de dos puntos P y Q necesariamente esta sobre la
mediatriz del segmento PQ.

4) Definicién de mediatriz de PQ: es la Unica recta que pasa por el punto medio de
PQ y que hace un angulo recto con la recta PQ.

Figura 4. Algunas justificaciones

5) Construccién geométrica

Figura 5. Construccion geométrica del teorema

Actividades con uso de software de geometria dinamica

Hemos considerado que, al incorporar a estas tareas las capacidades dinamico-interactivas
proporcionadas por el software de geometria dindmica, podemos generar un ambiente en el
que los estudiantes tengan oportunidades de aprender a producir demostraciones formales a
través de la interaccion y exploracién con los objetos.

En particular las actividades a producir deben hacer énfasis en la organizacion deductiva de
las demostraciones; particularmente en: a) la estructura local ternaria de las inferencias, b)
el papel que juegan las reglas en un proceso de deduccidn; y, c) en resaltar la forma no
lineal de las inferencias en la estructura global de la demostracion.

En las siguientes figuras se presentan las actividades disefiadas en Cabri-Geometre.
Primeramente se han disefiado dos macros para la construccion de estructuras basicas,
denominada BasicStructl y BasicStruct2, con las que es posible disefiar los diagramas (ver
figura 6 y figura 7).
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Figura 6. Ejecucion de la macro BasicStructl
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Objeto(s] inicial[es]
Objeto[s] final[es]
Validar una macro...
BasicStruct]

| BasicStruct?

Figura 7. Ejecucion de la macro BasicStruct2

Las proposiciones han sido disefiadas mediante botones que pueden ser desplazados por la
pantalla para poder colocarlos en las casillas que le correspondan de acuerdo con la
actividad planteada (ver figura 8).

Proposiciones

X es un punto

Sk e XA=XB X4 =XC
1 mediatriz X es un punto
de BC de n AB=AC

[ mediatriz m mediatriz | | X es un punto
de CA de AB de/

Figura 8. Construccion de proposiciones dinamicas en Cabri Geometre

Asi mismo, las justificaciones se seleccionan de una lista que incluye botones con nimeros
asociados (ver figura 9).



Justificaciones

1 Transitividad de wna igualdad: Six=yv y==zentoncesx=z
Un punto sobre la mediatriz de todo segmento PO,
2 necesariamente estd a la misma distancia de los extremos Py Q.
Un punto a la misma distancia de dos puntos Pv O
3 necesariamente esta sobre la mediatriz del segmento PQ.
Definicion de mediatriz de PQ: es la unica recta que pasa por el
4 punto medio de PO v que hace un dngulo recto con la recta PQO.

Figura 9. Construccion de justificaciones dinamicas en Cabri Geometre

En la actividad, el estudiante también cuenta una construccion geométrica parcial que
permite visualizar el trabajo durante la construccion de la demostracion. (ver figura 10).

Construcciodn
geomeétrica

Figura 10. Construccion geométrica en Cabri

Conclusiones

¢Qué pueden aportar los instrumentos tecnoldgicos al aprendizaje de las matematicas? Es la
pregunta fundamental que se quiere responder en este trabajo, aportando una propuesta para
promover aspectos relevantes del pensamiento geométrico.

La importancia social, cultural y econdmica que actualmente tienen los medios de
comunicacion asi como la necesidad de buscar formas de ensefianza que se adecuen a los
actuales ambientes de desarrollo de los jovenes, hacen que las tecnologias de la
informacién y comunicacién (TIC), sean herramientas de trabajo fundamentales. Por ello

es necesario proponer y generar materiales de aprendizaje que hagan uso efectivo de estas
herramientas.



Las actividades disefiadas han mostrado ser importantes para promover en los estudiantes la
organizacion deductiva de una de mostracion. Particularmente, en planes de estudio de
bachillerato, en los que la demostracion formal adn tiene un fuerte peso como parte de los
contenidos curriculares (como es el caso de Canada y Francia), se ha evidenciado que con
este tipo de actividades los estudiantes pueden llegar a realizar demostraciones muy
complejas.

A lo largo de las diferentes reformas educativas en nuestro sistema escolar, en la geometria
en particular y en las matematicas en general, se ha dado un peso menor a los procesos de
demostracion, en comparacién con otros paises, promoviendo en su lugar, las actividades
de manipulacion y exploracion como medios para plantear conjeturas, que pueden ser
justificadas mediante procesos diferentes a los de demostracién formal.

Aln cuando las formas de validacion del conocimiento matematico estan cambiando, la
demostracion formal y el rigor matematico no s6lo buscan probar y validar resultados,
buscan también promover formas de razonamiento cada vez mas sofisticadas. Si bien en el
bachillerato, es posible que el nivel de rigor matematico esté mediado por procesos de
exploracién, debe incluirse lo suficiente para lograr el entendimiento y el convencimiento.
Un argumento presentado con suficiente rigor, puede convencer a un mayor nimero de
estudiantes (Hanna, 2007).

Las actividades que se estan disefiando permitiran al profesor contar con recursos para dar
oportunidades a sus estudiantes de desarrollar habilidades relacionadas con la organizacion
deductiva en geometria, asi como de realizar exploraciones a través del uso de software de
geometria dinamica.
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