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RESUMEN

En este documento se describe la manera en la que se puede presentar el concepto de
diferencial, recuperando el significado geométrico que tenia en los origenes del
calculo, el cual se perdi6 cuando las cantidades infinitamente pequefias fueron
desechadas. Ello en el entendido de que, en los cursos dirigidos a estudiantes de
ingenieria, uno de los principales propositos es el de facilitar el acceso al
conocimiento de los conceptos propios de las ciencias de la ingenieria.

Al final del documento se muestra como puede recurrirse a la tecnologia para tener
una perspectiva de las curvas acorde con la perspectiva de la geometria
infinitesimalista que se tenia en el calculo leibniziano.

INTRODUCCION

Desde sus origenes, a finales del siglo xvii, el calculo, tanto el newtoniano como el
leibniziano, fue criticado por una supuesta carencia de fundamento légico. Asi, cuando a
fines del siglo xvi, Lagrange escribio su Teoria de las funciones analiticas, Se propuso
presentar un célculo que no tuviese las deficiencias de las versiones existentes, en cuanto a
sus fundamentos.

En dicha obra, desde el mismo titulo anunciaba: “(esta obra) contiene los Principios del
Calculo diferencial, desprovistos de toda consideracion de los infinitamente pequefios, de
los evanescentes, de los limites y las fluxiones, y se reducen al anélisis algebraico de
cantidades finitas”. Después, en la introduccién de la obra, describe las caracteristicas de
las versiones de Leibniz y Newton, y las deficiencias presentes en cada una de ellas. Asi,
respecto de la presentacion al estilo de Leibniz y sus seguidores, Lagrange indicaba:

Los primeros gedmetras que emplearon el calculo diferencial, Leibniz, los Bernoulli,
L Hépital, etc. lo hicieron bajo la consideracion de las cantidades infinitamente pequefias de
diferentes drdenes, y la suposicion de que se pueden ver como iguales, las cantidades que no
difieren entre si sino por una cantidad infinitamente pequefia respecto de las mismas.
Contentos por haber llegado por los procedimientos de ese célculo a resultados exactos, no se
ocuparon de demostrar sus principios. Aquellos que les siguieron, Euler, d’Alembert, etc.,
buscaron remediar esa situacién, haciendo ver, para aplicaciones particulares, que las
diferencias gque se habian supuesto infinitamente pequefias, deberian ser absolutamente nulas,
y que sus razones, las Unicas cantidades que entran realmente en el célculo, no son otra cosa
que los limites de las razones de las diferencias finitas o indeterminadas.

Mas adelante aborda la perspectiva de Newton, indicando los inconvenientes del método de
las fluxiones y del Principio de las ultimas razones:

...Newton, para evitar la suposicién de los infinitamente pequefios, consideré las cantidades
matematicas como engendradas por el movimiento, y busc6 un método para determinar
directamente las rapideces variables con las cuales se producen esas cantidades, es aquello
gue se ha llamado, después de él, el método de las fluxiones o el célculo fluxional, por que él



Ilamé fluxiones a esas rapideces. (...) Pero, por un lado, introducir el movimiento en un
calculo que no tiene por objeto mas que cantidades algebraicas es introducir una idea extrafia,
que obliga a ver esas cantidades como espacios recorridos por un movil; por otro, que no se
tiene un idea muy clara de qué es la rapidez de un punto a cada instante.

También Newton mismo, en su libro de los Principios, prefirié por mas corto, el método de
las Gltimas razones de las cantidades evanescentes; y es a los principios de este método que se
reducen en ultimo analisis las demostraciones relativas a las fluxiones. Pero este método
tiene, como aquel de los limites, del que antes hemos hablado, y del que no es sino una
traduccion algebraica, el gran inconveniente de considerar las cantidades en el estado en el
que ellas cesan, por asi decirlo, de ser cantidades; ya que mientras que uno concibe muy bien
la razon de dos cantidades en tanto que ellas se conservan finitas, esa razén no ofrece mas al
espiritu una idea clara y precisa, en cuanto las cantidades devienen, la unay la otra, nulas a la
vez.

Obsérvese que, en esa época (principios del siglo xix) se decia este principio era
equivalente o una traduccion algebraica del “método de los limites”.

Otra cuestion interesante, en los argumentos de Lagrange, es que indicaba la necesidad de
la descontextualizacion del calculo, ya que el movimiento resulta un concepto extrafio, no
propio del célculo. Por otra parte, no le resultaba admisible hablar de la razén de dos
cantidades justo cuando estas dejan de serlo. Asi pues, después de mostrar los
inconvenientes de las presentaciones del célculo, entonces mas recurridas, Lagrange
anuncia el objeto de su Teoria:

El objeto de esta obra es dar la teoria de las funciones, consideradas como primitivas y
derivadas; resolver por esta teoria, los problemas principales del analisis, de la geometria y de
la mecéanica, que dependen del célculo diferencial, y dar por ella, a la solucién de esos
problemas, todo el rigor de las demostraciones de los antiguos.

Algunas décadas después, Cauchy presenta su Andlisis y, a partir de entonces y de manera
gradual, las versiones anteriores del calculo van cayendo en desuso. En el caso del calculo
leibniziano, ello implica que los infinitesimales dejan de usarse e incluso, de aceptarse. El
concepto basico deja de ser el de la diferencial y emerge en su lugar el de limite.

Sin embargo, eso solo ocurrid entre los profesionales de la matematica y en los cursos de
calculo; ya que en los cursos de ciencias basicas y de la ingenieria los infinitesimales
continuaron usandose y eso continla hasta hoy en dia.

Ello se debe principalmente a las cualidades didacticas de la presentacion leibniziana, en
contraste con las reconocidas dificultades que tiene la mayoria de los alumnos para
entender la presentacion basada en el limite, con todo su rigor I6gico. Es por eso que en la
FIUAEM, desde hace mas de una década, se vienen explorando en las aulas cursos de
calculo en los que los infinitesimales no sélo se acepten, sino que recuperen la importancia
que tenian en los origenes del célculo.

LA DIFERENCIAL EN EL CALCULO LEIBNIZIANO Y EN LOS TEXTOS DE INGENIERIA

En el calculo leibniziano, toda vez que las cantidades infinitamente pequefias eran
aceptadas y constituian una herramienta basica, la diferencial, definida como el incremento
infinitamente pequefio de una cantidad variable, resultaba ser el concepto béasico, como
ahora lo es el de limite. Sin embargo, sabemos que el concepto de limite resulta poco
comprensible para la mayoria de los estudiantes, por lo que vale la pena, desde la



perspectiva del docente, analizar la pertinencia de apoyar el curso de calculo en el concepto
de diferencial.

Veamos como se definia la diferencial en dos de los primeros libros de texto para el estudio
del célculo. Primeramente, tenemos que L’Hopital (1696), en su Analisis de los
infinitamente pequefios indicaba en las primeras definiciones:

«La parte infinitamente pequefia en la que una cantidad variable aumenta o disminuye
continuamente, es llamada diferencia...».

Poco més de medio siglo después, Bezout (1770?) precisaba:

«Cuando se considera una cantidad variable que crece por grados infinitamente pequefios y se
desea conocer el valor de esos incrementos, lo que se presenta mas natural es determinar el
valor de esa cantidad para un instante cualquiera y el valor de esa misma cantidad para el
instante inmediatamente siguiente: entonces, la diferencia de estos dos valores es el
incremento (o el decremento) que recibe esa cantidad: a esto es a lo que se llama diferencial
de esa cantidad».

De esta manera, y utilizando simbologia actual, si f es una funcién definida mediante
y= f(x), y si consideramos que la variable crece en grados infinitamente pequefios de

tamafno dx, entonces la diferencial de y, correspondiente a x=a estard dada por
dy(a) = fa+dx)— f(a).

La importancia de este concepto es apreciable en la misma obra de Bezout, cuando, al
referirse a los propdsitos del célculo infinitesimal, decia:

«Nos proponemos dos objetivos: el primero, ensefiar a descender desde las cantidades hasta
sus elementos y el método para efectuar ese transito se denomina Calculo diferencial; el
segundo nos mostrara la ruta para regresar desde los elementos de las cantidades hasta estas
mismas y llamaremos a este método Cdlculo integral».

Desde esta perspectiva, el proceso de integracion consiste en “recuperar” una cantidad
finita a partir del conocimiento de un elemento de la misma; entendiendo que un elemento
es una parte infinitamente pequefia de la cantidad.

Podemos constatar que esta concepcidn esta aln presente en los textos de ciencias basicas y
de la ingenieria. Por ejemplo, en el segundo volumen de la Fisica de Tipler, para calcular el
campo eléctrico debido a una distribucion continua de carga dada, se hace la siguiente
sugerencia:

Comenzar dibujando un diagrama claro que incluya las caracteristicas importantes del
problema. Si se utiliza la ley de Coulomb, el esquema debe mostrar dg, el vector unitario f
desde dg hasta el punto del campo P y el campo elemental JE. Descomponer dE en sus
componentes y utilizar la simetria siempre que sea posible. Al determinar E utilizar la
superposicion, mostrar los vectores individuales E en el diagrama, junto con sistema
apropiado de coordenadas...

Por otra parte, el procedimiento para calcular de una cantidad mediante la suma
(integracion) de sus elementos, es independiente de la naturaleza geométrica de tales
elementos, si bien es importante saber si estos son partes de un segmento (integral simple),
de una region plana (integral de area o doble), de una curva (integral de linea), de una
region en el espacio (integral de volumen o triple), o de una superficie (integral de
superficie). Por ejemplo, en la Mecanica de Bedford, en el volumen dedicado a la estatica,



al abordar el célculo de las coordenadas del centroide, los autores se refieren primero al
caso de una regidén plana, descomponiéndola en partes mas pequefias, pero finitas:

Consideremos un &rea A4 arbitraria en el plano x-y. Dividamos el area en partes 4;, 4s,..., Ay Yy
denotemos las posiciones de las partes por medio de sus coordenadas
Grae ok kg 22 oo G ) . Podemos obtener el centroide o posicion media del area con las
partes de las areas como pesos:
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Después de ello se pasa a la consideracion de la continuidad y el paso al limite:

Pero entonces nos preguntaremos: ¢cuales son las posiciones exactas de las areas A4;, A4,,...,
Ax? Podriamos reducir la incertidumbre dividiendo 4 en partes menores, pero adn asi
obtendriamos sdlo valores aproximados para £ y ¥. Para determinar la localizacion exacta
del centroide, debemos tomar el limite cuando los tamafios de las partes tienden a cero. Este
limite se obtiene remplazando las sumas por las integrales:

_fxda = Lo dA
T LdA ~ Lda

Donde x y y son las coordenadas del elemento diferencial de area dA. El subindice A4 significa
gue la integracidn se efectla sobre el area completa.

by

Obsérvese que los autores mezclan el /imite con los elementos diferenciales, 10 cual seria
inadmisible desde una perspectiva rigurosa pero que no es raro en estos textos. Obsérvese
también que dA4 es un elemento del area y que el subindice de la integral (4 en este caso)
nos indica de qué objeto geométrico son parte tales elementos.

La consideracion del “paso al limite”, a partir de las sumas no vuelve a hacerse, lo cual es
también usual en estos textos. Asi pues, al considerar otro tipo de objetos geométricos, los
autores pasan (por analogia) directamente a la integral:

Considere un volumen ¥,y sea dV un elemento diferencial de " con coordenadas x, y y z. Por
analogia, las coordenadas del centroide son

Joxdv _Jradv
£av r= ¥ °T Ll

El subindice 7 en la integral significa que la integral se lleva a cabo sobre el volumen
completo.

=

Finalmente consideran el caso de “las lineas”, en donde tendriamos (formalmente)
integrales de linea:

Las coordenadas del centroide de una linea L son

£ xdL _hydl , izl
e = TdL T Edl

Donde dL es una longitud diferencial de la linea con coordenadas x, y y z.

=

Asi pues, podemos ver que si en los cursos de célculo se omiten las cantidades
infinitamente pequefas, al estudiar los textos de ciencias bésicas y de la ingenieria se vera
un calculo en el que, desde la simbologia, tendra significados distintos a los que el alumno
ha aprendido.



LA DIFERENCIAL EN LOS TEXTOS ACTUALES DE CALCULO

Si las cantidades infinitamente pequefias no son aceptadas, conceptos como el de derivada y
de integral tendran que ser reformulados, lo que ocurrié a partir de los trabajos de Cauchy.
En el caso de la diferencial, la reformulacion resulta notable, ya que en el célculo
leibniziano era un cambio infinitamente pequefio de la variable. Veamos lo que se dice en
algunos textos contemporaneos de calculo.

Sabemos que la derivada se define como el limite de la razén existente entre el incremento
de la funcion y el de la variable. Sin embargo, la notacion leibniziana es todavia muy
utilizada, por lo que suele hacerse una advertencia al respecto. Por ejemplo, en el texto de
Leithold se dice:

Se debe recordar que cuando L4 se utiliza como notacion para la derivada de una funcion, a

dx
dy'y dx no se les ha dado significado independiente (...) De modo que en esta ocasion fl_y es
X

un simbolo para la derivada y no se le puede considerar como una razon...

Esto da lugar a una definicion de la diferencial que le quita toda la significacion que tiene
en el calculo leibniziano. La definicion de la diferencial de la funcion corresponde mas bien
a la aproximacion lineal del incremento de la misma. Por ejemplo, en el texto de Leithold
encontramos lo siguiente:

Si la funcion festa definida por la ecuacién y = f(x), entonces la diferencial de y, denotada
por dy estd dada por dy = f'(x)Ax donde x estd en el dominio de /' y Ax es un
incremento arbitrario de x.

Lo maés raro ocurre cuando se define, de manera forzada, la diferencial de la variable, con el
proposito de hacerlo consistente con la notacion leibniziana para la derivada:

Ahora se desea definir la diferencial de la variable independiente, 0 dx. Para llegar a una
definicion adecuada y consistente con la definicion de dy, se considera la funcion identidad
definida por f(x)= x. Para esta funcion, f'(x)=1y y=x; asi que dy =1-Ax; es decir,
si y = x entonces dy =Ax.

Para la funcidn identidad se desea que dx sea igual a dy; es decir, se quiere que dx sea igual a
Ax .

Entonces se define la diferencial de la variable independiente diciendo que “Si la funcion 1
estd definida por la ecuacion y = f(x), entonces la diferencial de x, denotada por dx, esta
dada por dx=Ax",y, a partir de ello, se llega a que dy = f'(x)dx, y como dx es finita, se
puede dividir por tal cantidad, obteniendo d—y = f'(x), si dx=0. Al llegar a esto, Leithold
X
indica:
Esta ecuacion expresa la derivada como un cociente de dos diferenciales. Recuerde que
dy

cuando se introdujo la notacion d_ se remarcé que dy y dx no se les habia dado un
X

significado independiente en ese momento.



La falta de una significacion para la diferencial, consistente con lo que se encontraré en los
textos de ciencias basicas y de la ingenieria, se hace mas patente en el momento de definir
la integral. Por ejemplo, en el texto de Haaser encontramos lo siguiente:

b b
Otra notacion para jf que a menudo Se usa es J.f(x)dx. La “x” es un simbolo mudo y

puede reemplazarse por cualquier otro simbolo conveniente.

Podemos ver gque para la “d” no hay ni siquiera un comentario. La diferencial no tiene nada
que ver con la integral. Mas bien es la derivada, ya que se busca una primitiva de la funcion
integrando. El proceso de integracién, para recuperar el valor de una cantidad finita, ha
desaparecido totalmente.

Por supuesto, al momento de abordar la integracion doble, la abstraccion resulta ain mas
necesaria. Por ejemplo, en Haaser la integral doble se presenta como una analogia, de
manera que, para empezar, se dice que, si &= @@=} y b=ilh, b entonces

%
[ U] = @s. 0 Mey 2 5 =5 wga by B3 b2} después de lo cual se define Lf, indicandose a
continuacion:

f}“ x)dx |

Puede usarse también para denotar la integral de f'la notacién

b 1]
vy [ e
(...) Las notacionesﬂ;flpt Yiaxd) e af& ¥
doble de f'sobre [ b1,

Asi pues, lo que originalmente era el producto de las diferenciales de las variables
coordenadas, o bien la diferencial del &rea de la region de integracién, pasa a ser s6lo una
cuestion de notacion. De esa manera no es de extrafiar que la interpretacion de la integral
doble para el calculo del volumen bajo la superficie, la encontremos hasta 55 péaginas
después de comenzar con el tema:

Se usan a veces para denotar la integral

Siendo R la region del plano xy dada por & = ;v Ma & x = &, g0d & v 2 AKX entonces
el volumen del cilindro con base en esa regién, y acotado superiormente por la superficie

b el
zm fx 7} esta dado por V= L}q =-£ -LW fee y}d_;-‘:i:r.

El texto de Haaser se escribié en momentos en los que el rigor légico era incuestionable,
mientras que la visualizacion no era muy bien vista. * En textos mas recientes esa situacion
se ha invertido, mereciendo ahora menos atencion el rigor y mucho mas la visualizacion,
por lo que la presentacion de los conceptos basicos del célculo ha cambiado, atn cuando los
infinitesimales siguen “prohibidos”.

En Stewart, por ejemplo, para la presentacion de la integral doble, se parte de la idea del
calculo del volumen bajo la superficie, aproximandolo mediante una suma de prismas con
base en rectangulos de area &4 = &x&» | procediendo a definir la integral doble como un
limite y terminando por afirmar que el volumen en cuestion tiene un valor dado por

! La edicion original, en inglés, es de 1959; la edicion en espafiol es de 1970.



V= iffﬂﬂ ﬂ‘m. Sin embargo, no se habla nunca de una relacion entre d4 con dx y dy 0
con su producto.
Maés adelante, al estudiar la integral en coordenadas polares, Stewart considera una region

caracteristica, dada por = ff,Ma % ¢ = f.a = r= 8}, llegando a obtener (en la forma
usual en estos textos) que:

G Al
ﬂ-fﬁﬂyﬁﬂ = f f Ifircoed, rson 8] rdrdd
& E ¥

Enseguida de lo cual el autor indica que “puede hablarse de una igualdad” entre d4 y
rdrdf | e incluso que hay un referente geométrico, pero advierte que ello es sélo un
“método clasico para recordar”, es decir, no se debe pensar que eso es cierto en realidad:
(...) Tenga cuidado en no olvidar el factor adicional » en el lado derecho de la formula. Un
método clasico para recordar esto se muestra en la figura 1, donde el rectangulo polar
“infinitesimal” se puede considerar como un rectangulo ordinario con dimensiones " @& y dr
y, por lo tanto, tiene “area” @t m  di 4§

Fig. 1

PROPUESTA PARA LA DIFERENCIAL DE AREA: COORDENADAS POLARES

En esta segunda parte del documento se describird como hacer una presentacion de la
diferencial en un curso dirigido a estudiantes de ingenieria, en el supuesto de que las
cantidades infinitamente pequefias son aceptadas.

Tomando en cuenta que la diferencial de una sola variable es la medida de un incremento
infinitamente pequefio de la misma, puede definirse la diferencial de area como la medida
del incremento del area de una region plana cuando las (dos) variables tienen incrementos
infinitamente pequenos.

En otras palabras, el elemento de &rea sera el area de la region resultante del movimiento de
un punto, al considerar variaciones infinitesimales de las dos variables coordenadas, lo que,
en un sistema de coordenadas rectangulares, da lugar a un elemento rectangular, con lados
dxy dy.

D
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Fig. 2

En cambio, en un sistema de coordenadas polares, una variacion infinitesimal dr de la
coordenada radial, a partir de un punto cualquiera, como el punto 4 en la figura 2 (derecha),
produce un movimiento sobre un rayo, hacia el punto B. La longitud de ese desplazamiento
es A8 = ar |

Por otra parte, una variacion infinitesimal d6 de la coordenada angular, produce un
movimiento a lo largo de una circunferencia de radio @4 = hasta el punto C. La longitud
de este desplazamiento es aree A< = dé |

Considerando que los puntos 4 y C estan infinitamente préximos, el arco AC puede
considerarse rectilineo y, por lo tanto, el area del elemento sera:

@A m AL« AF m g g6

DIFERENCIAL DE AREA Y CAMBIO DE VARIABLE EN UNA INTEGRAL DOBLE

Consideremos ahora una transformacién T, en el plano, definida mediante x = f,(u,v) y

y=f,(u,v). Vamos a averiguar cual es el valor del elemento de éarea cuando éste

corresponde a la region infinitesimal del plano, comprendida entre dos pares de curvas
coordenadas correspondientes a variaciones infinitesimales de los parametros u y v.

Para calcular tal elemento, o diferencial de area, recurriremos a la concepcién
infinitesimalista de las curvas: cuando consideramos una porcién infinitamente pequefia de
una curva, ésta puede ser sustituida por la cuerda, o por la recta tangente, de manera que,
cuando vemos dos pares de curvas coordenadas, en una vecindad infinitamente pequefia de
un punto, estaremos mirando dos pares de rectas.

Ademas, las rectas resultaran ser paralelas, ya que seran perpendiculares a los vectores
gradiente de las curvas, y la diferencia entre estos sera infinitesimal ya que corresponde a
variaciones infinitesimales de los parametros.




Fig. 3

Tal situacion se muestra graficamente en la figura 3; a la izquierda se muestran algunas
curvas coordenadas correspondientes a la transformacién definida mediante x=+u+v,

y=~u-v.

En la misma figura se ha marcado el rectangulo correspondiente a xe[2.4,3.4] y
vy €[2, 3], el cual se muestra ampliado en la figura del centro, en el cual, nuevamente, se ha
marcado un rectangulo, en este caso, el correspondiente a x €[2.4,2.5] y y €[2.15, 2.25],

gue se muestra ampliado en la figura de la derecha. Podemos observar que, conforme se
mira una zona del plano cada vez mas pequefia, mas se parecen las pequefias regiones, entre
curvas coordenadas, a paralelogramos. Asi pues, una region del plano, comprendida entre
dos pares de curvas coordenadas (como PVWQ en la figura 4), se verd como un
paralelogramo cuando las variaciones de los parametros sean infinitesimales.

W+ du

Fig. 4

Asi pues, si a partir del punto P =T (u,v) consideramos variaciones infinitesimales de los
parametros u y v, obtendremos el paralelogramo infinitesimal con vértices en P =T (u,v),
O=Tu+du,v), W=Tu+du,v+dv) y V=T(uv+dv), siendo el &rea de este

paralelogramo el elemento de area buscado. Asi, si amFD y b -W, tenemos que
dA =|laxb]||. Por otra parte:

T(u+du,v)—T(u,v) du _ar

n-wZT(u-i-du,V)—T(u,v): du
du ou
y b= W=T(M,V+dv)—T(u,v): T(u,v+dv)—T(u,v) dv=ﬁdv
dv ov
Por lo tanto: axb:alduxaldvzalxaldudv

ou ov ou Ov



du dv

De manera que: ||a><b||:gTd aT aT
u

En resumen: el elemento de area de una region en el plano, en un sistema de coordenadas
definido por medio de la transformacion (x, y) = T(u,v), esta dado por:

8T 8T
8u 6v

dA = dudv

dudy = 259
o(u,v)

VISUALIZACION 1: CURVAS Y POLIGONALES

Para finalizar se describen a continuacion dos ejemplos de como recurrir a la tecnologia
para visualizar cuestiones relativas a la geometria infinitesimalista.

En primer lugar nos proponemos visualizar las curvas de acuerdo con la concepcion
infinitesimalista, es decir, como poligonales constituidas por una infinidad de segmentos
rectilineos, uniendo cada uno de ellos dos puntos infinitamente proximos de la curva.

Para ello se puede trazar una curva cualquiera, preferentemente una cuya ecuacion esté
dada en forma paramétrica, de manera que, dividiendo el intervalo recorrido por el
parametro en n partes iguales (obteniéndose asi » + 1 puntos, o n, si la curva es cerrada),
pueda construirse la poligonal correspondiente.

Por otra parte, la longitud de la curva sera la del poligono con infinito nimero de lados,
cada uno de ellos de longitud infinitesimal. Esto implica, entre otras cosas, que la longitud
de la curva puede ser aproximada por medio de la longitud de una poligonal, a condicion de
que dicha poligonal contenga un nimero de lados suficientemente grande.

[ [
Y \\
\ W,
iy
\
4
1 1
2t | 2z
{ \ L \
. Y . A
~/ r |- H “‘:, .............. |
2 2 4 6| 2 2 4 6
/ E
™
| ™ .
p - - p S Y
2t | T 2| T
) II
-jf 1{ =4 [ j{;"’ 1{ =24
/ i:l].bk'-‘]lf_‘j! 4 i:l].‘;"f‘;":’f_‘B
A I i I
s L. \} yas L.
— -6 e —— -6
6 - T 6
.,
\\ \
A A
\ \_ \
\ \ \
N, . 2 \ N, 20
N I -
. ' AN \
~ \ .
4 2 2 4 & 3 2 2 4 6
o -
- J e - /
/ - P A | ~
— P - — o
/ | ~— / 2 | —
f



Fig. 5

La visualizacion puede resultar mas efectiva si se hace un efecto de animacién, al presentar
la curva y la poligonal para valores crecientes de . En la figura 5 se muestran cuatro de los
“momentos” de dicha animacién, para el caso de la curva definida mediante x =rcos¢,
y=rsent, con r=4+3cos(3¢), y te[0,2z]. Los momentos mostrados corresponden,
respectivamente, a n=4, n=24, n=44 y n=64. Puede verse que para desde n =44 la
poligonal ya se confunde con la curva misma. Ademas, para cada valor de » se calcula la
longitud de la poligonal y se compara con la de la curva misma, indicandose el valor de la

razon L,/ L., cuyo valor tiende a 1 conforme crece el valor de n. En el caso mostrado,
para n =24 ya se tiene una cifra decimal correcta 'y para n = 64 ya se tienen dos cifras.

VISUALIZACION 2: DIFERENCIAL DE AREA EN COORDENADAS POLARES

Aqui se trata de visualizar que, en coordenadas polares, la diferencial de area es la de un
rectangulo de lados »dé@ y dr. Ello se puede conseguir si se muestra que, para valores

“pequefios” de Ar y A@, la region definida por los puntos P=(r,0), Q= (r+Ar,0),
V=@F+Ar,0+A0) y T=(r,0+A8), se confunde con la regidn interior a un rectangulo
de lados Ar y rA@.

Utilizando cabri, partimos de tener construido un segmento para manipular el valor de los
incrementos de las coordenadas » y 6, a partir de un punto P cuya posicion podra
controlarse con el raton. Ahora bien, estrictamente, se deberian construir dos segmentos,
uno para controlar Ar y el otro para » A@. Sin embargo, utilizaremos un solo segmento, de

magnitud 4, para ambos, de manera que la figura ampliada se ird aproximando a un
cuadrado y no a un rectangulo.




Fig. 6

En la figura 6 se muestran dos situaciones. En la primera se tiene un sector POVT “grande”,
de manera que se nota claramente la diferencia entre el sector mismo con respecto del
cuadrilatero PQVT (izquierda). En la segunda se muestra un sector tan pequefio que se
requiere de una ampliacién para observarlo. La ampliacion se muestra a un lado,
observandose que no se distinguen el sector y el cuadrado.

COMENTARIO FINAL

Los cursos de célculo que acepten y utilicen infinitesimales deben ser explorados en las
aulas, al menos en las escuelas de ingenieria. Con ello se recuperarian las indudables
cualidades didacticas del célculo leibniziano y ofrecerian una presentacion méas acorde con
la manera en la que el calculo es utilizado en los cursos de ciencias basicas y de la
ingenieria.

Por otro lado, los recursos tecnoldgicos disponibles hoy en dia nos permiten visualizar con
claridad situaciones que se dan a niveles “microscépicos”, pudiendo entonces extrapolar lo
observado a una escala infinitesimal.
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