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La calculadora: Rutina o pensamiento

Introduccién

El propésito de este articulo es el de ofrecer algunos ejemplos de problemas
matematicos del nivel de escuela secundaria (estudiantes de 15 a 18 afios),
cuyas soluciones y estrategias de ataque pueden descubrirse con la ayuda
de la calculadora graficadora. En la escritura de este articulo hemos
empleado varios tipos de calculadoras pues no queremos llevar al lector a
pensar que hay un “tipo” de calculadora mas apropiado que otro en la
solucion de los problemas que presentamos. Evidentemente, en los casos
en que se requiere resolver en forma cerrada ecuaciones algebraicas, no
queda mas remedio que emplear calculadoras con capacidad para el calculo
simbglico, como lo son la TI-89 o la TI-92. En este articulo explotaremos
algunos recursos especialmente Utiles de las calculadoras de hoy, tales
como la capacidad para generar tablas (es decir, de organizar datos en
forma tabular) y la programacion. El lector podra apreciar como la
calculadora es una herramienta heuristica o de descubrimiento para

la solucion de los problemas propuestos.

Los problemas que se incluyen en este escrito los hemos obtenidos de
materiales que ahora estamos intentando organizar en forma de libro y
que hemos estado acumulando durante afios. Por falta de espacio sdlo
presentamos dos problemas, uno del 4lgebra y otro de la “matematica
recreativa”. El caracter comdn de ambos problemas consiste en que
ambos se prestan muy bien para la exploracién mediante el empleo de la
calculadora o la computadora. Como ya pronto veremos, en los problemas
presentados, la calculadora se emplea vigorosamente para descifrar detalles
sobre la naturaleza de las relaciones numéricas (o de otro tipo) que surgen
del estudio de las situaciones planteadas. Ofrecemos estos problemas con
el animo de evidenciar ante nuestros colegas maestros la utilidad de la
calculadora en la ensefianza "activa” de la matematica.

Ecuaciones con sorpresas

En un cierto texto de 4lgebra aparece el siguiente problema': Resuelva la
siguiente ecuacion por x:

en la que suponemos que a y b son nimeros reales y a # 0.
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Figura 1

' R.AKalnin, Algebra y funciones elementales, Editorial MIR, Mosc(

El texto ofrece como solucion x = 2a’b/(a” + b?). Si intentamos hallar la
solucion empleando la calculadora TI-89 también obtenemos la solucion
indicada, pero la pantalla ofrece un mensaje interesante: "VAar ni ng:
Questionabl e Sol ution” (Advertencia: solucion cuestionable).

La Figura 1 muestra la respuesta que se obtiene en la calculadora TI-89.
Veamos algunas formas de abordar este problema. Primeramente,
racionalizando el denominador, tenemos:

Vatx+ Va—xVa+tx+Va—x b
Va+x —

Va—x Vatx +Va—x a

(Va+x + Va—x) _b
2X

o |

2a+2vVia+xvia—x _b

2x a

a’ + ava + x)V{a — x) = bx

avVia+x)V(a—x) =bx —a
Cuadrando esta Gltima expresion y simplificando (véase Figura 2), tenemos,
a' —ax =X — 2a’bx + a'

(b — a’)x* — 2a’bx = 0
X[(b* — a’)x — 2a’h] = 0
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Figura 2

Igualando a cero cada factor de esta Gltima expresion se obtienen dos
soluciones, a saber x = 0y la mencionada anteriormente. Note que x = 0
es una raiz extrafia, es decir, satisface la Gltima ecuacion pero no la
ecuacion original.

En el texto aludido anteriormente se sugiere otro procedimiento de
solucion, el cual emplea el siguiente principio: si se cumple la proporcién
u/v = w/z, entonces también se cumple la proporcion (u + v) / (u — v) =
(w + z) / (w — z) (si esta bien definida, desde luego). Tomando los valores:
u=Vatx+Va—-xv=va+tx—Va—xw=hyz=a,

tenemos entonces que:

2%a + x :h+a
2%a —x b—a
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La calculadora: Rutina o pensamiento

Cuadrando ambos miembros de la ecuacion y resolviendo la ecuacion
resultante, tenemos (véase la Figura 3),

atx _ (b+af
a—x (b —a)

(a+x)b—af=(a—x)ib+af
a’x — 2abx + b’x + @’ — 2a’h + ab’ = —a’x — 2abx — b’x + &’ + 2a’b + ab’

2@ + bi)x —4a’h = 0
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Figura 3

De esta ultima ecuacion se obtiene la solucion dada por el texto y
mencionada anteriormente. Examinemos un poco esta solucion.
Primeramente, en cada uno de los métodos empleados para la resolucion
de la ecuacion hemos tenido que cuadrar ambos miembros de una ecuacion,
al menos una vez, y ello, como bien sabemos introduce raices extrafas.
Ademas, la calculadora nos hizo una advertencia sobre la solucion obtenida,
catalogandola de solucion dudosa y no confiable. De todos modos, al
resolver ecuaciones en las que se cuadran ambos miembros de las mismas
(como ello puede conllevar la aparicion de raices extrahas) es menester
verificar las soluciones obtenidas. Si intentamos verificar la solucién

x = 2a’b/(a’ + b’) sustituyéndola en el lado izquierdo de la ecuacidn
original, obtenemos en la calculadora la siguiente pantalla:
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Figura 4

El resultado obtenido en nada se parece a lo que se debe obtener como
solucidn, es decir, a b/a. Para ver lo que esta ocurriendo, hagamos la
sustitucién de la presunta solucién en la expresién va + x

(véase Figura 5):

_ ﬁJ.Ia(az + b’) + 2a'b

a + b

2)
VAT = yfa s 2

a+ b

_ N,.‘a(az +2ab + 1) _ ‘Ja(a b Va

b T e+
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(continuacion)
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Figura 5

El procedimiento es vélido siempre y cuando a > 0. Si continuamos
haciendo las sustituciones correspondientes en las otras expresiones
que aparecen en la parte izquierda de la ecuacion original, obtenemos:

Va Va
T AR T A _Jatbl+]a—b]
la+b| —Ja— b

“a
+ —_—— —
a-+b P la — b|

Va |
val + b’
Esta expresion es muy reveladora pues si, por ejemplo,a =2y b =1,
entonces el valor de la expresion de la izquierda es 2 # b/a = 1/2.
Es decir, la ecuacion

V2+x+V2—-x 1

V2Ix—V2—x 2

ciertamente no tiene la solucion indicada en el texto, a saber, x = 8/5.
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Figura 6

En efecto, al sustituir 8/5 por x en el miembro izquierdo de la ecuacion
se obtiene un valor de 2 en lugar de 1/2. Es decir, la ecuacién no tiene
solucion en este caso, contrario a lo se especifica en el texto. Si trazamos
la grafica de la relaciones

VIR VI

i (cuyo dominio es [-2, 2 1), y

Y e TV
y =1/2

observamos en la calculadora la pantalla de la izquierda en la Figura 7
(conventana -2<x<2,-5<y<h).
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Claramente, las gréaficas de las funciones no parecen cortarse. En el caso de
las relaciones

y= YVZ X+ NVZZX 00 dominio es [-1/2, 1/2]), y
N2 +x — V12 —x

y=2

(es decir, considerando los miembros de la ecuacion cuando a =1/2y b =1),
observamos la segunda pantalla de la calculadora que se muestra a
continuacion (con ventana -1/2 < x < 1/2, -5 <y <h).

Estas ultimas relaciones si tienen graficas que se cortan; en efecto se cortan
en el punto cuya ordenada es x = 2/5, la solucion de la ecuacion original

paraa = 1/2yb = 1.
TEhE WML aS o

(continuacion)
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Figura 8

Ademas, si hacemos lo mismo (con la misma ventana) con las relaciones

_ D tu+1—y
[T+ u =11 -y

v=1/u,

obtenemos la ventanilla de la derecha de la Figura 9,
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Figura 7

Tratemos de dilucidar este enigma. Como observamos anteriormente
al sustituir la expresion x = 2a’b/(a” + b’) en el miembro izquierdo
de la ecuacion original obtuvimos la expresion

la + b +]a—b
la+b| —la—b|

(suponiendo, desde luego, que a es positivo). Con esta misma hipétesis
sobre a, esta Gltima expresion es equivalente a

I
a a

B
a a

lo cual nos sugiere que exploremos la gréfica de la relacion

_ D+ 1=
[T +u =1 =y

La grafica de esta relacion vista en la ventana -5 < u <5, -5 <y < 5 aparece
en la ventanilla de la izquierda en la Figura 8 o la Figura 9. Esta gréfica es
interesante pues parece rectilinea en parte de su dominio (|u| =1) y tiene
una apariencia radicalmente distinta para valores de u tal que |u| <1 Si
dibujamos en un mismo sistema de coordenadas la relacion anterior y la
relacion v = u, vemos la ventanilla de la derecha en la Figura 8.

Figura 9

Claramente esto sugiere que

[T tul + 1 —u

1

=[X sio 1

T I T
u

si Jul =1

y recordando que u = b/a en nuestra situacion original, vemos que

21

si

la+bl+]a—bl _
la+b| —|a—b

ol o|o

si 0<‘£‘<1
a

Esta relacion nos dice que la ecuacion original tiene la solucion propuesta
en el aludido texto de &lgebra Ginicamente si b > a = 0 (recuerde que a >0).
Ademas, también sugiere que si a = b > 0, entonces la ecuacion

(Va + x + Va — x)/(Va + x — \a — x) = a/b tiene como

solucion a x = 2a’h/(a” + b’). Dejamos al lector interesado la discusion

de las soluciones de la ecuacion

(Va+x+ Va—x)/(Va+x—Va—x =bl/a

para todos los posibles valores de a y b (sin suponer necesariamente que

a es positivo). Sugerimos al lector que trace las graficas de las relaciones

_Vatx+ Va—x
Yo Nax— Vvax
_b
L
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para valores especificos de a y que para un tal valor de a trace las gréficas
de la segunda relacion para varios valores de b. Por ejemplo, la primera
gréfica que se muestra corresponde a un valor de a = 3 y valores de b
que flucttan asi: -5, -3,-2,-1,0, 1,2, 3,5. La gréfica de la derecha
corresponde a los valores a = -3 con la misma fluctuacion de b.
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Figura 10

[Note que las gréficas sugieren fuertemente que sélo para algunos valores
de b/a hay soluciones.]

También dejamos al lector la determinacion de las soluciones de la ecuacion

Va+x+Va—x b

Vat+tx—Va—x a
Trate primeramente de hallar una solucion empleando la calculadora y
luego resuelva analiticamente. Discuta la naturaleza de las soluciones para
los posibles valores de a y b. [Sugerencia: Visualice la ecuacién como una
proporcién y aborde el problema como lo hicimos en el ejemplo anterior.
(También puede racionalizar el denominador y luego cuadrar en ambos
lados como en el ejemplo anterior.)]

La graficas que se muestran a continuacion son las de las relaciones

VAR VA X
v'a X—%va—X

b,

y a

para los valores de a = 3y -3 y para valores de b que fluctGan entre los
valores de -5, -3, -1, 0, 1, 3 y 5. Note que se sugiere fuertemente que hay
dos soluciones a la ecuacion cuando hay alguna.

Figura 11

(continuacion)

Ejercicio: Investigue las soluciones de las siguientes ecuaciones irracionales:

a) VW H+T+1=2Xx [Sol: x = 3]
b) Wx—9—-Vx—-18=1 [Sol: x = 34]

c) Vx—9—Vx—18=x/15 [Sol:x = 22.8246]

El problema de las ternas pitagoricas consecutivas

Una terna pitagdrica es una terna de enteros no-negativos (x, y, z) que
satisfacen la condicion x* + y* = 7. Por ejemplo, (0, 1, 1), (3, 4, 5) y

(9, 12, 15) son ternas pitagdricas. Si una terna pitagérica (x, y, z) satisface
la condicion x + 1 =y, entonces decimos que la mismo es una terna
pitagdrica consecutiva. Asipues, (0, 1, 1) y (3, 4, 5) son ternas pitagéricas
consecutivas, pero no asi (9, 12, 14). Las primeras dos ternas pitagoricas
consecutivas son (0, 1, 1) y (3, 4, 5). Un problema interesante es el de
determinar una formula (ya sea recursiva o directa) la cual genere todas
las ternas pitagoricas consecutivas (desde luego, a priori no sabemos si
tal coleccion es o no infinita).

Este problema también invita a la experimentacion. Para comenzar,
podriamos emplear la calculadora para generar las primeras ternas de la
sucesion, con la esperanza de poder descubrir algunos patrones numéricos
interesantes que podrian resultar tiles para hallar la solucién final del
problema. Empleamos una calculadora TI-83 para generar rapidamente una
tabla entre cuyas entradas aparecen algunas de las ternas pitagéricas
deseadas. Por ejemplo, podriamos emplear una tabla que muestre, para
valores consecutivos de enteros no-negativos x, los valores de las siguientes
tres cantidades: x, y = VX’ + (x + 1), y —yO(aqui j representa el
“"suelo” o la "parte entera” del entero y, es decir, el entero (inico que
satisface la relacion n < x < n + 1). Note que la expresion y —[y[vale cero
si y solo siy es entero, es decir, si (x, x +1, y) es una terna pitagérica
consecutiva. Empleando una calculadora para generar tal tabla se obtienen
pantallas como las que se muestran a continuacion.
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Figura 12

En la tabla se aprecian los primeros dos ternas pitagéricas (0, 1, 1) y

(3, 4, 5). Como ya se ha indicado, para identificar las ternas pitagéricas
consecutivas en la tabla, basta sélo con examinar la columna Y2 (= *)
para detectar la aparicion de “ceros” (los valores de la columna Y2 que
corresponden a los valores 0y 3 de X (= x) valen cero; véase la Figura 12).
Si examinamos la tabla a medida que tomamos valores progresivos de X,
podremos constatar que el proximo cero ocurre para el valor de X = 20.

La terna pitagdrica correspondiente es entonces (20, 21, 29).
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(continuacion)

obtenemos el triple (696, 697, 985); si luego sustituimos x = 696,
obtenemos a su vez el triple (4,059, 4,060, 5741). La siguiente es

una lista de un amigo con calculadora de “precision infinita” quien
entusiasticamente complet6 la sucesion de ternas hasta la nimero

20 de la sucesion (la columna de la izquierda es el niamero de la terna):

& L) Ve A v Ve

c1.9z2 | 9zi71 FFERTE| 16324 Yz
16 oo | 22345 | ZYEZY 116.00 | 16476 | .PEF4H0
L7 g | 24.759 | FEBAY 11700 | 16617 | 17160
lg.ogn | z6.17°% | 17cEn 1i8.00 | 16759 | .ZESHED
19000 | 27.EHa | FHEZZ 118,00 | 46800 | d.0ig)
0.0 | 28 a0g | a0 120 0 | 47041 | Hihzn
el ol | Z044Y4 | 4iEBd 121 g0 | 17183 | HzB40

w=15 #=115
Figura 13

Después de este paso inicial la exploracion se hace un tanto mas tediosa,
pero con un poco de paciencia llegamos al valor x = 119 para obtener
la préxima terna pitagorica, a saber, (119, 120, 169). La Figura 14 se
muestra el progreso alcanzado hasta el momento:

H H+1 ¥
1 1
3 4 5
20 21 29
119 120 169
Figura 14

Una observacion interesante de la tabla se relaciona con los cocientes
sucesivos de los valores de x o los valores de y. Por ejemplo, los cocientes
consecutivos de los valores de x son 21/3 =7y 119/21 05.57, y los de
los valores correspondientes a y son 5/1 =5, 30/5 =6 y 169/30 [15.63.
Resultados del mismo orden de magnitud se obtienen cuando empleamos
los ternas pitagdricas que siguen a la dltima de la tabla. Esta experi-
mentacion “inductiva” sugiere que la proxima terna pitagorica ocurre
para un valor aproximado de x de 5.6 < 119 que es alrededor de 666. Si
examinamos la tabla correspondiente que comienza con este valor de X

y la continuamos examinando a medida que los valores de X aumentan,
vemos que el proximo valor de cero en la columna de Y2 ocurre para

X = 696, es decir la proxima terna pitagérica es (696, 697, 985).

7 23660 23661 33461

8 137903 137904 195025

9 803760 803761 1136689

10 | 4684659 4684660 6625109

11| 27304196 27304197 38613965

12 | 159140519 159140520 225058681

13 | 927538920 927538921 1311738121

14 | 5406093003 5406093004 7645370045

15 | 31509019100 31509019101 44560482149

16 | 183648021599 183648021600 259717522849
17 | 1070379110496 1070379110497 1513744654945
18 | 6238626641379 6238626641380 8822750406821
19 | 36361380737780 36361380737781 51422757785981
20 | 211929657785303 | 211929657785304 | 299713796309065

La terna ndmero 41 tiene proporciones respetables:

2527961881478169961048032963696,
2527961881478169961048032963697
3575077977948634627394046618865

En la Figura 16 y la Figura 17 se muestra un programa empleado para
generar ternas consecutivas y algunos casos particulares de su empleo.

A 1Y Ye
FEFNTE| 98783 | BezB4:
69900 | BERZY | Z4ZEM
cun on | 89086 BSEHE
7oi 00 | BBz07 | 07107
s0F on | 99xy48 | 4BLZE
cos ou | 58480 gagys
7o a0 | BEgRL | 2137

W=5693

Figura 15

Podriamos continuar explorando de esta manera o escribir un pequefo
programa para describir los proximos ternas pitagéricas consecutivos de
la tabla. En el programa se indica el dltimo valor de x descubierto y el
programa indica el préximo triple en la lista (empleando como dato que el
proximo valor de x es del orden de 5.8 veces el valor anterior de x). Por
ejemplo, sustituyendo el valor de x del dltimo triple descubierto, x = 119,

FROGEAM: TRIFLES PROGRAM: TRTPLES
InPgt "A=" H =]
fint i5.8%H ;A IA+1+F
STCAE+(R+1; 2. 2R STCIRE+ A+ D20 4R
ihhile R—anti(R) ¥
5] tEna
TR+l t01sF R A+1 B
IJOTREF(A+1 )2 ) 2R 1StoF
Figura 16
Fram TRIPLES eram [RIFLES
A=119 R=536
295 HEEEKAE 4E@35 AaEEaE
S97 BREEEAA 4EHEE BEEEEAR
225 AERABAAE 5741 ARBRARA
Oore Oone
[ |
Figura 17
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Como se puede observar, el nimero en la primera coordenada de las
ternas crece rapidamente. Es interesante notar de paso que en algunas
calculadoras (como la que estamos empleando en los célculos de este
ejemplo’) la suma de los cuadrados de las primeras dos columnas de la
tabla podria resultar en un niimero que no se puede representar
exactamente en la ventanilla de la calculadora. En tal caso la calculadora
revierte al formalismo numérico de la aritmética de punto flotante; véase
la Figura 18. Asi pues es facil ver que extender la tabla puede resultar
tarea dificil para las calculadoras de aritmética de punto flotante. Invitamos
al lector a hallar las dos proximas ternas pitagdricas de la tabla que hasta
ahora hemos completado (es decir, las ternas nimero 21y 22).

1A79852+1 579042
3 8RF473HE3ZELR

Figura 18

El examen de la tabla nos lleva al descubrimiento de patrones interesantes.
Es facil convencerse que existe una relacion recursiva para generar la
sucesion de las ternas pitagoricas consecutivas (a,, a, + 1, b,) (n = 1).

Si suponemos por ejemplo que hay una relacion lineal que relaciona las
primeras coordenadas de las ternas, con las coordenadas de las ternas
anteriores, digamos si existen nimeros reales a, b, ¢ tal que

an. = aa, + bb, + ¢,

entonces es facil buscar los coeficientes a, b y ¢ si los hubiere. Por ejemplo,
tomando n = 0, 1y 2 obtenemos tres ecuaciones en tres desconacidas
(a,byc):

b+c=3
3a+5b+c=20
20a + 29b + ¢ =119

Podemos resolver estas tres ecuaciones empleando la calculadora,

EEEE |
FEEERT ..-[ﬂ.—‘nj-.-_-s

SaolapDr e J @ 33+ DD

Figura 19

2 TI-83

(continuacion)

Vemos que la solucionesa = 3, b = 2, ¢ = 1. Es decir,
ans = 3a, +2b, + 1.

Claro estd, esta relacion hay que probarla con otros valores de n ademas
de los ya utilizados para ver si en efecto funciona con las otras ternas.

El lector puede verificar que en efecto funciona y puede hacer el célculo
correspondiente con las terceras coordenadas de las ternas. El resultado
final es la siguiente relacion recursiva.

a1:U b1:1
a1 =3a, +2b, +1
by, =4da, + 3b, +2

(n=1) (1)

Preguntas naturales que surgen de la experimentacion en este problema
son las relacionadas al comportamiento asintético de los cocientes
ans1/ @Y boyr / byy @, / by. De las relaciones anteriores es facil ver que

n41 Ja, /b, + 2+ 1/b, (2)

by da,/b,+3+2/b,

Como ya empezamos a sospechar por (1), la sucesion de ternas pitagdricas
es infinita, y en tal caso es fécil ver que a, —» w0y b, » o cuandon - oo
Si suponemos que a, / b, se acerca a un valor limite x (como parece),
entonces se obtiene de (2) (tomando limites) que

X:3x+2
dx + 3

(3)

La solucion positiva de (3) es x = 1/ /2. El lector puede verificar que los
valores sucesivos de a, / b, se aproximan en efecto a .707107 = 1/ \/2.
Empleando nuevamente (1), el lector podra verificar que los cocientes
ans1/ @y Y ber / b, ambos se aproximan al valor 3 + 2 /2 =5.82.

e A e
=3B kEse=li? 3 E &}
a=3 snd =3 mw =]

et 235 -+
2,

.

Figura 20

Una dimensidn particularmente interesante de este problema (cuyos detalles
los autores dejan a los lectores interesados) surge luego de observar que la
recursion indicada anteriormente se puede escribir en "forma matricial” de
la siguiente manera:

) (a5 () (g oo memon
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En este caso los valores propios de la matriz indicada estan dados por
U=3+2V2)yv=3- 22 véase Figura 21. Los cocientes
an.1/ ay Yy byt / by parecen aproximarse a | cuyo valor aproximado
es de 5.82.

= 23 3o 2[ZH
- [5 ")
4 3

B ool dek(x Edmrnalgld) )
a2 2 3o xm2 J2D

e ] IRSI¥

Figura 21

Los lectores interesados pueden verificar que la matriz

_ 32
T=(s3)
se puede diagonalizar, es decir, es posible hallar una matriz invertible P
tal que P"'TP es una matriz diagonal D cuyas entradas corresponden a
los valores propios de T. En efecto una matriz P con tal propiedad se
muestra a continuacion; véase la Figura 22:
_iN272 V212 _JfH 0
P= D=
1 -1 0 v

st n] |
-1
lp“‘ Lop

2 E+as
4 12 [F %

Figura 22

En la siguiente discusion emplearemos la notacion:
_fa i1
= , b=
! ( bﬂ ) ( 2 )

Entonces, en notacion matricial la relacion recursiva (1) se convierte en
T = TTn + bn (5)

Empleando la relacion recursiva (2) y un argumento inductivo es posible
demostrar la formula matricial (6) (dejamos los detalles al lector interesado;
el lector puede imaginar que las matrices actian como si fueran nimeros
reales para sumar las series geométricas que surgen sin miedo alguno) que
paran=0,

T, = PDP g, + (I — D)1 — D)P'R (6)

(continuacion)

(En la relacion (6) | representa la matriz identidad de dimension 2.)
Calculando explicitamente esta expresion en la calculadora
(véase Figura 22) tenemos.

Figura 23

Esto nos da una férmula explicita para los triples pitagoricos consecutivos
(an: apt1s bn) (n 2 0):

an:(B*Z\Q)"C _\/7)+(3+2\/?)"(ﬂ)7%

4 4
bn:(3*2\ﬁ)"(2_w)+(3+2\/?)"(2+\/7)

4 4

Invitamos al lector a que investigue la famosa sucesion de Fibonacci,
definida por:

fg = f1 =1
fo="t +fiy (n21) ()

cuyos términos iniciales son 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,... (cada término es la suma
de los dos anteriores). Empleando una técnica similar a la aqui descrita halle
una formula explicita para *.
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