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Introduccion.

Presentamos a continuacion un problema de divisibilidad propuesto a los alumnos de 3° de

ESO en diferentes cursos, que pretende poner de manifiesto la capacidad de la calculadora

grafica para:

Q Abordar un problema por métodos directos, necesitando para comenzar muy pOCOS
conocimientos matematicos.

Q Adoptar una metodologia de trabajo, que no seria posible sin su utilizacion, ya que los
objetivos a alcanzar con la tarea propuesta quedarian ocultos por la cantidad de calculos
necesarios en su desarrollo.

Q Establecer conjeturas bien fundamentadas que llevaran a enunciar propiedades generales,
que permitiran resolver de manera mas rapida problemas futuros.

Enunciado.
Para calcular la letra del N.I.F., se divide el numero del D.N.I. entre 23 y se obtiene el resto; a
cada ntumero del 0 al 22 se le asocia una letra, que sera la correspondiente al N.I.F.

Resto. Letra. Resto. Letra. Resto. Letra. Resto. Letra.
0 T 7 F 14 z 21 K
1 R 8 P 15 S 22 E
2 w 9 D 16 Q
3 A 10 X 17 \Y
4 G 11 B 18 H
5 M 12 N 19 L
6 Y 13 J 20 C

1. Calcula la letra correspondiente a tu N.I.F.

2. Se sabe que el N.I.F. de una cierta persona es 2490298?-Z. ¢ Qué posibilidades hay para
la dltima cifra?.

3. Se sabe que el N.I.F. de una cierta persona es 249029??-Z. ;Qué posibilidades hay para
las dos ultimas cifras?

Resolucién y comentarios.
La primera pregunta que puede plantearse al leer el enunciado del problema es, ¢ por qué la
tabla llega so6lo hasta el nimero 22?, lo que nos lleva a tratar cuestiones de divisibilidad.
Para resolver la primera cuestion sera necesario calcular el resto de la division entre 23 de un
ndmero natural.
Si llamamos D al dividendo, d al divisor, ¢ al cociente y r al resto, tenemos la expresion,
D=dc+r
y despejando r:
r=D-dc

El resultado obtenido en la calculadora al dividir D entre d es un namero decimal cuya parte
entera es el cociente de la division. Para obtener el resto, bastard con multiplicar la parte entera
por el divisor y restérsela al dividendo.

Este hecho puede comprobarse reiterando divisiones sencillas a mano y con la calculadora.
Como se ve, se esta incidiendo en el significado de la divisién y utilizando reiteradamente el
algoritmo de Euclides.

Comprendido lo anterior, cada alumno puede calcular la letra de su NIF.



Al hacer, por ejemplo, la divisién de 24905926 entre 23 utilizando el procedimiento explicado,
obtenemos de cociente 1082866 y de resto 8.

2490592823
Es conveniente comprobar que tomando1082866 24955%%22?55.’?%22
como cociente y 8 como resto, el algoritmo de L]
Euclides se verifica, es decir que a =
24905926=1082866%23+8.
Una primera forma de proceder, podria ser:

Utilizando las posibilidades de la calculadora, accediendo mediante [MATH[»](3] al mena NUM,
opcion 4:ipart tenemos:
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Se pueden sacar las siguientes conclusiones:
Q Elcociente de la division es la parte entera de 24905926/23
Q Elresto es el resultado de restar al nimero 24905926 el producto de la parte entera de
24905926/23 por 23.
a Con estos valores el algoritmo de Euclides se verifica:
1082866x23+8=24905926

Si se calculan varias letras del NIF se esta insistiendo en el algoritmo de la division y en su
comprension.  Se puede utilizar el siguiente algoritmo con la calculadora para obtener,
mediante [2ndJ[ENTER]J(ENTRY), de forma sencilla el cociente y el resto de la division entre 23 de
cualquier nimero natural y por lo tanto calcular la letra correspondiente a cualquier DNI sin mas
que modificar dicho namero:
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donde se ha asignado a la variable A el D.N.l. y C y R son respectivamente el cociente y el

resto de la divisién entre 23. Al pulsar obtendremos, entre llaves el cociente y el resto. Si

gueremos modificar el D.N.I., bastara con accionar [2nd)[ENTER]J(ENTRY) e introducir el nuevo

ndmero.

Sin duda la segunda cuestion es mucho mas interesante. Tendremos que buscar la Ultima cifra

de un namero comprendido entre 24902980 y 24902989 tal que al dividirlo entre 23 el resto

sea 14.

Se puede proceder de diferentes formas:

Q Directamente, calculando el resto de la divisién entre 23 de cada uno de los diez nimeros
posibles (procedimiento poco operativo).

Q Utilizando un algoritmo como el descrito arriba y mediante ENTRY, ir introduciendo el
nuevo namero.

Q Utilizando tablas.

Para ello, primero construiremos dos funciones, Y; e Y,, que daran respectivamente el cociente

y el resto de la divisién del namero ( X ) entre 23. Después mediante [2nd)[WINDOW] y [2nd][TRACE]

definimos la tabla correspondiente:
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Utilizando el cursor, se llega rapidamente a la solucién del problema.

Una vez resuelto, el siguiente paso consistiria en estudiar la tabla, sacando conclusiones que

nos permitan llegar a la solucion de forma mas rapida. Las siguientes cuestiones son

plateadas con esa intencién:

Q Utiliza el cursor para analizar la tabla para nimeros menores que 24902980 y mayores que
24902989. ¢ Observas regularidades en los cocientes y en los restos?

Q Todos los nimeros comprendidos entre 24902980 y 24902989 tienen el mismo cociente al
ser divididos entre 23. ¢Cuantos ndmeros hay cuyo cociente sea éste? ¢COmo son sus
restos? Si consideras el menor nimero que al dividirlo entre 23 da dicho cociente, ¢ cuanto
vale su resto?

a Da una serie de 23 DNI (de ocho cifras) cuyos cocientes al dividirlos entre 23 coincidan.
¢ Cémo son sus restos?

a Observa los cocientes de las divisiones entre 23. ¢(Qué propiedad verifican los nimeros
(DNI) en los que cambia su valor?.

Q ¢ Sise sabe que el resto de dividir 24902980 entre 23 es 6, ¢ podrias calcular el resto de la
division de 24902988 entre 237 ¢,Qué puedes decir de los restos de la division entre 23 de
dos nimeros consecutivos?

Q ¢Podrias demostrar en general, que si tenemos dos nlmeros consecutivos que no son
multiplos de 23, y los dividimos entre 23, sus cocientes coinciden y sus restos se
diferencian en una unidad?

Q Al ndmero 24902988 le corresponde la letra Z. Sefala otros dos numeros a los que les
corresponda la misma letra en el NIF. ¢ Qué relacion existe entre los tres?

Con las conclusiones obtenidas en el apartado segundo, resolver el tercero es mucho mas
simple. Sabemos que a 24902988 le corresponde la Z en el NIF. Los nimeros que obtenemos
sumando o restando a 24902988 un multiplo de 23, tendran el mismo resto, 14, al dividirlos
entre 23. Los nimeros posibles seran entonces, 24902988, 24902965, 24902942 y 24902919.
Si se quiere se pueden construir tablas como en el apartado anterior y corroborar las
soluciones.

Para resolver el problema, hay que buscar las cifras a y b del nimero 249029ab de manera
que el resto de la division entre 23 sea 14.

Bastara con proceder de manera analoga al apartado anterior:
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Explorando con el cursor los cien casos posibles, llegamos a que aquellos cuyo resto al
dividirlos entre 23 es 14, son el 24902919, 24902942, 24902965 y 24902988.

Como se ve, gracias a la calculadora gréfica, se ha comenzado con una resolucién directa del
problema, construyendo tablas, cuyo andlisis nos lleva a sacar conclusiones generales que nos
proporcionan procedimientos mas rapidos para resolver los apartados segundo y tercero. Para
ello han tenido que ponerse en juego conceptos de divisibilidad, estudio de regularidades en
tablas de nameros y célculo algebraico al utilizar el algoritmo de Euclides para demostraciones
generales.

Una vez vistas y comprobadas las soluciones, podrian plantearse otros métodos basados en el
concepto de divisibilidad. Pasemos a exponer uno de ellos.



Esta claro que 249029ab-14 es un mudltiplo de 23, siendo a, b nimeros comprendidos entre 0 y
9. Podemos escribir que 24902900+10a+b-14=23k. Dividiendo 24902900 entre 23, sale
1082734'8, y multiplicando 1082735 por 23 saldrd el primer multiplo de 23 mayor que
24902900, que resulta ser 24902905. Tendremos pues que:

24902905-5+10a+b-14=23k ; es decir que 10a+b-19 es un mdltiplo de 23.

Habria que ver los valores posibles para que 10a-19+b sea mltiplo de 23:

O<a<9 10a-19 0<b<9 10a+b-19 multiplo de
23
(0,23,46,69,92, ...)

0 -19 No es posible

1 -9 9 0

2 1 No es posible

3 11 No es posible

4 21 2 23

5 31 No es posible

6 41 5 46

7 51 No es posible

8 61 8 69

9 71 No es posible

Los nimeros de entre los dados cuya letra del N.I.F. es la Z son el 24902919, 24902942,
24902965 y 24902988.

En este desarrollo hay que hacer algunos célculos mentales, tener en cuenta el significado de
nuestro sistema de numeracion decimal y por supuesto los conceptos de miiltiplo y divisor. Es
obvio la rapidez de este método con respecto al anterior, sobre todo si no se dispone de CG.






