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Liebe Lehrerin! Lieber Lehrer!

Bildung — ein Thema lange Jahre von einer breiten
Offentlichkeit straflich vernachlassigt — dank PISA
nun in aller Munde. Wirkliche und selbsternannte
Experten geben ihre jeweilige Meinung zum
besten. Jeder meint es besser zu wissen als der
andere, schliel8lich weis jeder wie Schule funktio-
niert, denn jeder war ja einmal Schiler. Nur ist
es so einfach leider nicht. Die Fllle der Einfluss-
faktoren ist enorm.

Naturlich haben wir sowohl die internationalen als
auch die nationalen PISA-Ergebnisse umgehend
dahingehend untersucht, ob sich Korrelationen
zwischen dem Abschneiden eines Landes und der
dortigen Verbreitung von Taschen- oder Graphik-
rechnern ergeben. Wir konnten keinen derartigen
Zusammenhang feststellen, vor allem keinen
negativen! Dieses Ergebnis widerspricht deutlich
der von Skeptikern oft vorgebrachten Aussage:
.Seit es Taschenrechner gibt, werden die Kinder
immer dimmer.”

Ganz im Gegenteil fordern Graphikrechner und
mehr noch Taschencomputer mit CAS und Tabel-
lenkalkulation das entdeckende Lernen, das selb-
standige und selbsttatige Lernen, das genetische
Herangehen an mathematische Zusammenhange.
Diese Werkzeuge machen es in weiten Bereichen
Uberhaupt zum ersten Mal maoglich an Model-
lierungsfragen, die Uber die eingekleidete Aufgabe
hinausgehen, mit einem vertretbaren Aufwand her-
anzugehen. Dadurch werden genau die Kompeten-
zen gefordert, die in berechtigter Weise gefordert
und durch Studien wie PISA uberprift werden.

Dieser fordernde und unterstlitzende Charakter
von Graphikrechnern und Taschencomputern ist
durch eine Vielzahl wissenschaftlich begleiteter
Studien nachgewiesen. Dieser wird auch durch
die praktische Arbeit an bereits sehr vielen Schu-
len taglich aufs neue belegt.

Wichtig ist dabei die richtige Mischung der ver-
schiedenen Unterrichtsmethoden. Viele bewahrte
Dinge kann man auch zukilnftig tun, manches
lasst sich durch kleine Anderungen adaptieren,
einige alte Zopfe muss man jedoch schlicht
abschneiden.

Durch die Fortbildungen, durch die stetige Weiter-
entwicklung unserer Produkte (Soft- und Hard-
ware), durch die Vielzahl der Unterrichtsmateria-
lien einschlieRlich der lhnen vorliegenden neuen
Ausgabe der TI-Nachrichten mochten wir gemein-
sam mit unseren Kooperationspartnern einen Bei-
trag dazu leisten, lhnen den Weg hin zu einem
neuen, frischen Mathematikunterricht zu ebnen.

Wir freuen uns darauf, Sie auf lhrem Weg zu
begleiten.

lhr TI Team
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Wie ich die Parameter lieben lernte, oder

Wieviele Gesichter hat die Welt

In Clifford Pickovers sehr empfehlenswertem Buch
Computers, Pattern, Chaos and Beauty — Graphics from
an Unseen World' stieR ich auf ein kurzes Kapitel ,, Autocorre-
lation Cartoon-Faces for Speech”. Hier wurden verschiedene
Gesichtsformen generiert. Das regte mich an, damit den Ein-
satz von Parametern zu demonstrieren. Die Aufgabenstellung
eignet sich meiner Meinung nach hervorragend fur einen sehr

motivierenden, aber auch einen sehr offenen Umgang mit
diesem Thema.

Mein erster Zugang erfolgte Gber DERIVE. Nachher Ubertrug
ich die Grundidee Schritt fur Schritt auf den TI-92.

Beginnen wir mit einem stilisierten Gesicht — nach dem
Kinderreim ,,Punkti — Punkti, Strichi — Strichi, ist das nicht ein
Mondgesichti?”

Welche Eigenschaften dieses Gesichtes konnten variiert werden?
Dass die Sache nicht zu einfach wird, schlage ich vor:

(1) Gesichtsform (f_f)
(2) Augenform (e_f)

(3) Augengrofe (e_s)

(4) Augenabstand (e_sp)
(5) Pupillengrofe (p_s)

(6) Augenbrauenlange (b_l)

(7) Augenbrauenneigung links (b_sl)
(8) Augenbrauenneigung rechts (b_sr)
(9) Nasengrofde (n_s)

(10)  Abstand der Mundwinkel (m_l)
(11)  Unterlippenform (u_f)
(12)  Oberlippenform (o_f)

Die Liste konnte beliebig verandert werden (Ohren, Haare, ..... ).
Die GesichtsgrofRe lasse ich fix, dass wir auch die ganze Schon-
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heit am Bildschirm bewundern konnen. In den Klammern
stehen die Namen der Parameter, die flur die Variation der
Attribute veranwortlich sind. Wir wollen einmal annehmen,
dass die Parameter im Intervall (-5 < Parameterwerte < 5) liegen
sollen (- nicht notwendigerweise ganzzahlig, aber fur den
Anfang wollen wir auch das annehmen).

Der Parameterwert O stellt fir alle Eigenschaften den ,Normal-

wert” dar.

Daher konstruieren wir zuerst ein ,,Normalgesicht”, als Aus-
gangspunkt fiir alle weiteren Uberlegungen.

Wenn wir flr die Gesichtsform von einem Kreis mit dem Radius
5 ausgehen, dann erhalten wir Uber die Parameterdarstellung
Formen von langlich bis breit Uber

[(5+0.4+f_f)xcos(t), 5#*sin(t)],
mit0<t<2rund-5<f f<5.

In DERIVE kann man mit der impliziten Darstellung der Ellipse
arbeiten und erspart sich die Parameterdarstellung Uber die
Winkelfunktionen, wobei aber das Wesentliche — der Einsatz
des Parameters f_f — auch erhalten bleibt.

Bei den Augen sind bei unseren Vorgaben schon drei Parame-
ter zu berticksichtigen: der Augenabstand, die Augengrofie und
die Augenform.

Die ,,Normalaugen” haben ihre Mitten bei (x1,7/2) und sind
kreisformig mit dem Radius 1,2. Die Parameter e_s, e_f und
e_sp haben ihre Wirkung, wie die Parameterdarstellung zeigt.

[(1.2+0.1%e_s+@.1*e_f)cos(t)+1.7+0.1%e_sp,
(1.2+0.1%_s)sin(t)+2]

Die Darstellung der Nase ist kein grofRes Problem. Man definiert
die Nase durch eine Matrix, die ein geschlossenes Dreieck
darstellt: [[0,1.7][-1.5,-1.3][1.5,-1.3][0,1.7]] und streckt oder
staucht dieses Objekt von Zentrum aus mit dem Faktor
1+0.1*n_s. Gezeichnet wird das Dreieck lber den 11ine -Befehl.

Die Pupillen will ich schraffiert darstellen, daher bemtihe ich den
shade -Befehl. Hier findet die explizite Darstellung von unterer
und oberer Pupillenhélfte ihre Anwendung. Die Pupillen sind
Lhur” Kreise variabler Grofse, deren Mittelpunkte mit den
Augenmittelpunkten zusammenfallen. Zwei Zufallszahlen
steuern die Richtung und die Dichte der Schraffur.

Besonders interessant und gewinnbringend fiir das Verstandnis
der Parameter sind die Augenbrauen und der Mund. Die Mitten
der Augenbrauen hangen vom Augenabstand und der Augen-

'erschienen bei Dover Publications, 2002
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groRe ab (brx undbry). Wenn man die Lange der Augenbrauen
in den Griff bekommen will, dann muss man ihren Richtungs-
vektor normieren. Die Schrdage der Augenbrauen wird Uber
den tan(b_sr*n/20) gesteuert (bzw. b_s1, weil die beiden
Brauen ein ,Eigenleben” haben sollen). Die Strecken werden
wieder Uber eine geeignete Parameterdarstellung gezeichnet.

Bislang haben wir Gerade, Ellipsen und Matrizen eingesetzt. Da
fehlt sicher noch die quadratische Funktion. Unter- und Ober-
lippe geben Gelegenheit, Parabeln zu verwenden. Ausgehend
von den beiden Mundwinkeln (+ 2,1/-3), die tber m_1die Mund-
groRe bestimmen, werden zwei Parabeln — eine nach unten, die
andere nach oben offen — bestimmt, deren Scheitellage durch
die beiden Parameter u_f und o_f definiert wird. Die Parabeln
werden dann nur im Bereich zwischen den Mundwinkeln
-mptr und +mptr gezeichnet. Wer noch ein wenig langer
beim Zeichnen warten will, kann natlrlich auch den Mund
schraffieren.

Die Parabeln haben die Form y = a X’ + b und gehen durch die
beiden Punkte (mptr/-3) und (8/-3+0.3x1_f), wobei 1_f
flr u_f und o_f steht.

Das Listing des vollstandigen Programms ist am Ende des
Beitrags zu finden. Leser, die es ganz eilig haben, konnen den
Code damit abtippen. Einfacher ist es jedoch, den Quellcode
von der TI-Materialienseite herunter zu laden.

Damit konnen wir das Programm schon testen. Beginnen wir
mit zwei ,,.Durchschnittsgesichtern”:

w == Foom|Trace |Rearaph Hath e g » it
J‘F:"W‘EIFT T [ T mar ]W

faces(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)

]J{—[_Eugmhr:acewﬁ;u]' F’fl:':: |

i

faces(3,-2,5,0,1,-4,3,1,-5,3,-2,1)

Jetzt geht’s aber erst richtig los: lassen wir den Zufall
walten. Nicht wir bestimmen die Parameter, sondern der
eingebaute Zufallsgenerator. Zuerst automatisieren wir die
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bisherige Vorgangsweise und lassen ganzzahlige Parameter
von -5 bis +5 zu. Nun werden wir unsere Schiler die Frage
beantworten lassen, ob wir auf diese Art und Weise jedem
Menschen auf der Erde sein individuelles Gesicht zuweisen
konnen?

faceganz()

Prgm

Local v_

seq(6-rand(11),k,1,12)>v_

faces(v_[11,v_[2],v_[31,v_[4],v_[51,
v_[61,v_[7],v_[81,v_[9],v_[10],
v_[11],v_[12])

EndPrgm

[ &o-:.-'m|1r!ace[ﬁe;.y:hmgu],“ 2l ]

faceganz()

Dann lassen wir die — unnotige Forderung — nach Ganzzahlig-
keit fallen und erlauben alle Zufallszahlen zwischen -6 und +6.

facernd()

Prgm

Local v_

seq(6-12*rand(),k,1,12)>v_

faces(v_[11,v_[2],v_[31,v_[4]1,v_[5],
v_[6]1,v_[71,v_[8],v_[9]1,v_[1@],
v_[111,v_[12])

EndPrgm

J:{—E EngmlTPacelﬁeg*_aphlha&g;uh ;’fl:.i: |
o0

e

REg AUTE

Frik Fune

facernd()

Das ist ja schon ganz nett, aber wenn wir der Natur wirklich in
die Karten schauen wollen, dann sollten die Eigenschaften
nicht innerhalb eines Intervalls gleichverteilt, sondern doch
eher normalverteilt sein. Hier ergibt sich eine sehr schone
Moglichkeit, Begriffe wie Mittelwert und Varianz zu
demonstrieren und zu visualisieren. Wir geben — vereinfacht —
fir alle Parameter den gleichen Mittelwert und die gleiche

TI-Nachrichten 3
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Standardabweichung an und erzeugen damit Gesichter eines
bestimmten Typs, die mehr oder weniger voneinander
abweichen.

facenorm(mu,sigma)

Prgm

Local v_

seq(randNorm(mu,sigma),k,1,12)>v_

faces(v_[1]1,v_[21,v_[31,v_[4]1,v_[51,
v_[61,v_[7],v_[8],v_[91,v_[10],
v_[11],v_[12]1)

EndPrgm

Wenn wir die Statistik ins Spiel bringen, dann ist eine einzige
Auspragung alleine naturlich nicht sehr aussagekraftig.
Daher erzeugen wir gleich eine ganze , Ahnengalerie” eines
Menschenschlags und rufen dann die erzeugten Bilder ab.

ahnen(mu,sigma,anz)

Prgm
Local i_ : CirDraw
For {i_,1,anz

facenorm(mu,sigma)
StoPic {f("fa"&string(i_))
CirDraw

EndFor

EndPrgm

showfam(anz)
Prgm
Local i_
For di_,
Rc1Pic
Pause :
EndFor
EndPrgm

: ClrDraw
1,anz
#("fa"&string(i_))
CirDraw

So konnen wir etwa vier meiner Vorfahren vaterlicherseits
reproduzieren — die alle ein eher breites Gesicht hatten und sich
bei sehr stabilen Verhaltnissen nicht wesentlich veranderten:
ahnen(3,1,4)

UrgroRvater Josef

UrurgroRvater Josef
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Urururgrof3onkel Rudolf

Urururgrovater Josef

Wesentlich schlanker im Durchschnitt erscheint die Verwandt-
schaft mutterlicherseits, die aber, bedingt durch die Lebensum-
stande, eine deutlich groRRere Varianz in ihren Physiognomien
aufweist:

ahnen(-2,3,6) und dann showfam(6)

/

_
& 0

é/

/

(

S

Hier verursacht die Standardabweichung 3 schon eine wesent-
lich groRere Variablilitat in den Gesichtern.

Wie ich eingangs erwahnt habe, befasste ich mich mit diesem
Thema zuerst mit DERIVE. Die neuen Programmiermaoglichkei-
ten von DERIVES sind herausfordernd und faszinierend zugleich.
Hier kann man auf dem PC-Schirm seine ganze Ahnengalerie
auf einmal hinzaubern.

Der DERIVE-Code wird zusammen mit einer beeindruckenden
Bildergalerie im nachsten DERIVE & 7/-92 Newsletter, der regel-
maRig erscheinenden Zeitschrift der International DERIVE &
71-92 User Group, verdffentlicht.?

Als Unterrichtsvorschlage konnten der Geist PARABOLICUS und
ein wirkliches Strichmannchen dienen, aber die besten Ideen
haben die Schiler, wenn man sie frei gestalten laf3t.

> Der Autor dieses Beitrages ist Griinder und Spiritus Rector
dieser bemerkenswerten User Group. Auskunfte bei ihm unter
nojo.boehm@pgv.at
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Hier muss man zuerst die Grundfigur fixieren, und sich dann
Uberlegen, welche Eigenschaften, bzw. Formen innerhalb

welcher Grenzen variierbar sein konnen.

Zusammenfassend mochte ich sagen, dass mich hier die
Verbindung von Kreativitat, dem Einsatz von Parametern und

Autor:

Anhang: Kasten mit dem Programmlisting

Josef Bohm, nojo.boehm@pgv.at

faces(f_f,e_f,e_s,e_sp,p_s,b_1,br_sr,br_sl,n_s,m_1,u_f,o_f)

Prgm

Local nase,bry,brx,bl,mptr

ClrDraw : ClrGraph

setGraph("Grid","OFF"):setGraph("Axes","OFF"):ZoomDec

(1+@.1*%n_s)*[[0,1.71[-1.5,-1.31[1.5,-1.3]1]>nase

© Gesicht

DrawParm (5+@.4%f_f)*cos(t),5*sin(t),0,6.4,0.1

© rechtes und Tinkes Auge

DrawParm (1.2+0@.1%e_s+0.1xe_f)*cos(t)+1.7+@.1%e_sp,(1.2+0@.1%e_s)*sin(t)+2

DrawParm (1.2+0.1xe_s+0@.1xe_f)*cos(t)-1.7-0.1%xe_sp,(1.2+0.1%e_s)*sin(t)+2

© rechte und linke Pupille

Shade -V ((0.6+0.08%p_s)"2-(x+1.7+0.1xe_sp)*2)+2,V((0.6+0.08*p_s)"2-
(x+1.7+0.1%xe_sp)*2)+2,,,rand(4),rand(3)

Shade -V ((0.6+0.08*p_s)"2-(x-1.7-0.1xe_sp)"2)+2,V((0.6+0.08xp_s)"2-
(x-1.7-0.1xe_sp)"2)+2,,,rand(4),rand(3)

© Augenbrauen rechts und links

1.7+0.1%e_sp>brx:3.7+0.1%e_s>bry

norm([[1,tan(br_sr*xx/20)]1]1)>b1

DrawParm brx+t/bl,bry+t*tan(br_sr*xx/20)/b1,-1-0.06%b_1,1+0.06%*b_1,0.05

norm([[1,tan(br_s1*n/20)1]1)>b1

DrawParm -brx+t/bl,bry+t*xtan(br_s1*x/20)/b1,-1-0.06%b_1,1+0.06%b_1,0.05

© die Nase

Line nasel[l,1],nase[1,2],nase[2,1],nase[2,2]

Line nasel[2,1],nase[2,2],nase[3,1],nase[3,2]

Line nase[3,1]1,nasel[3,2],nase[l,1],nasel[l,2]

© der Mund

2.1+0.1%m_1->mptr

DrawFunc when(x=-mptr and x<mptr,-0.3%u_f/mptr*2*x*2-3+u_f*0.3,undef)

DrawFunc when(x>-mptr and x<mptr,@.3%xo_f/mptrr2*xx~2-3-o0_f*0.3,undef)

Pause:setMode("Split Screen","FULL"):setMode("Split 1 App","Home")

EndPrgm

,0
,0

’

)

6.4
6.4

’

)

8.
.

=

der Visualisierung von Grundbegriffen der Statistik begeistert.
Far Erfahrungsberichte ware ich sehr dankbar.

Ihr Beitrag zu den TI-Nachrichten ist herzlich willkommen, besonders natiirlich Beispiele aus dem Unterricht.

Ihre Kritik hilft uns, lhren Wiinschen besser gerecht zu werden. |hr Lob spornt uns an.

Senden Sie Ihre Beitrage an unsere Landerredaktion:

D: W. Propper: w.proepper@wpro.franken.de - A: Ch. Birnbauer: c.birnbauer@aon.at - CH: Urs Oswald: osurs@bluewin.ch

oder an

Texas Instruments, E&PS, Tl-Nachrichten, Haggertystrae1, D-85356 Freising, E-Mail: ti-nachrichten@ti.com
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Dein Unterricht wird interessant,

nimmst du ein CAS zur Hand!

In Thiringen wird der Einsatz von CAS (TI-89) seit
ca. zwei Jahren an acht Gymnasien erprobt. Unter
anderem zeigt sich, dass sich durch die Verwendung des TI-89
vorher nicht vorhandene Moglichkeiten bieten, den Mathema-
tikunterricht auch auf der Basis der derzeitigen Lehrplane inter-
essant und anspruchsvoll zu gestalten, obwohl durch das Zen-
tralabitur die Spielrdume fur inhaltliche Veranderungen
begrenzt sind.Im folgenden mochte ich am Beispiel der partiel-
len Integration zeigen, wie durch den Einsatz von CAS-Taschen-
rechnern Uber das Wechselspiel von Arbeiten mit und ohne
Rechner eine intensive selbststandige Schiulertatigkeit und ein
tieferes theoretisches Verstandnis von Mathematik erreicht
werden kann.

Bei der Einflihrung des unbestimmten Integrals hatte ich
im Unterricht eines Leistungskurses nach der Begriffsbildung
und einfachen Ubungen auch Verfahren wie

Jf(ax+b)dx:%-F(ax+b)+c und die partielle Integration

behandelt.

Ich hatte mich zunachst gefragt, ob das uberhaupt notwendig
ist, denn schlieBlich liefert der TI-89 viele dieser Integrale
Lauf Knopfchendruck”. Aber weil Integrationsverfahren wegen
der Moglichkeit theoretischer Vertiefung m. E. ein wichtiger
Unterrichtsgegenstand sind — und weil auch meine Schuler
immer wieder fragen: ,Wie geht denn das ohne Rechner?” —
wollte ich nicht auf eine Besprechung einiger solcher Verfahren
verzichten.

Es hat sich gezeigt, dass dieser Weg richtig ist. Dabei kommt
man uber grofRe Strecken ohne TI-89 aus, ja ich verlange
bei gewissen Aufgaben den bewussten Verzicht auf dieses
Hilfsmittel. Naturlich gehort es ebenso zu meinem Unterricht,
mit den Schilern auch Uber die Berechnung unbestimmter
Integrale mit dem TI-89 zu sprechen.

Nun zu dem Beispiel:

Bei der Ermittlung von [x-e*dx und [x?-e*dx ergab sich fol-
gende Situation:

Beide Integrale haben wir zunachst ohne TI-89 bestimmt, um
das Verfahren der partiellen Integration zu tUben. Das haben die
Schiler gut bewaltigt, aber gewissermalen im gleichen Atem-
zug kamen einige von ihnen auf die Idee, die Aufgabenstellung
zu verallgemeinern. So wurden — nun aber mit TI-89 — Integrale
der Form [x"-e*dx furn = 3; 4; 5; ... ermittelt:

(i1 aebralcote |other Framiofc1een Us| |
(3 e
lf[x"'-e’{]dx
(% - a-x3+12-%2 - 24- + 24)
lf[xs-ex]dx
[25 =5 %% 42035 - 60 %2 + 1201 - 120 - #
I T o+

AMALY FIE KAD AUTO

(23 -3 x24e n-g] e

FUMC /%0

Es entwickelte sich eine spannende und intensive Diskussion
der Schuler untereinander!
Die durch dieses experimentelle Vorgehen entstandenen
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Ergebnisse forderten zwingend nach einer Verallgemeinerung
von |x"-eXdx fiir allgemeines natiirliches n. Aber der Rechner
liefert das nicht:

= [ [ ] T e %)t
s Tt P+
AMALYFIE ERD AUTO FUML 4/%0

Nun begannen die Schuler selbststandig nach einer Formel
fur die bei der Integration entstandenen Summen zu suchen.
Dazu mussen die Rechneranzeigen richtig interpretiert werden:
— Offensichtlich kommt in jedem Summanden eine Potenz
von x vor, beginnend mit dem Exponenten n und jeweils um
1 kleiner werdend.
— Es scheint stets n + 1 Summanden mit wechselndem
Vorzeichen zu geben, also muss ein Faktor (-1) vorkommen.
— Die Koeffizienten ab dem zweiten Summanden koénnten
Produkte natlrlicher Zahlen sein, wobei beim zweiten
Summanden der erste Faktor n ist. Dann steigt die Anzahl
der Faktoren wird jeweils um einen Faktor grofRer, wobei
dieser jeweils eine um 1 kleinere Zahl ist. Das sieht nach
Fakultaten oder Binomialkoeffizienten aus!?
Schauen wir ein Beispiel an:
5l 5l 5l

5:m;ZO:5»4:5;60:54-3:5;...

(n—i)!

= Wir haben ein Muster: furi=0,..n

Probieren wir:

LIV i] L [c.cus(i-:lt)'xi]
j_gﬂ[ [rn—ill * e j_gﬂ [rn—i]!
ECC A i¥n? An—idtx™i i 0. n2>
AMALYFIE READ AUTO FUMC E/Z0

Wo kommt da der Kosinus her? Ach ja, cos(i-m) liefert auch
abwechselnd +1 und -1.

Vergleichen wir fir n = 0,1,..5 diese Summe mit den
Ausdrucken in oben ermittelten unbestimmten Integralen:

I‘_FimT FE Tz F4 FE F& T ]
- f— ngeEr*aTl:afc, I:It,I"|‘I|Er-r"TF‘r"-\;|r~'|II:ITIZIE-.EIr‘n‘Ir Up
=TI T

4] -1 i .

z[': Lonl iln=z  2xZ-2w4t

i=n [rn—in

nop-1t o ]
u %l |n=3

Eﬂ[ CEFT

Box A G RS- Fox ]

Wl i¥nt An—33¥x™ i, 0.n3In=3
AHALYTEIE AL AUTO FUNC B2Z0

Da stimmt etwas nicht! Der Exponent von x passt nicht zu den
Koeffizienten, die Reihenfolge stimmt nicht, also andern wir die
Formel und experimentieren weiter:
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Xr'l_l]

. f cDEEi-n)-xh_i]
i E.g[ (n=1J!
WA ¥nt AN '™ n—d1).i . 0[,.n>

L VT
igg[ [rn-ijt

AMALY 1S EAD AUTO FUHC 1/20
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Ni-11" n! _ J
u N | h=3
Eg [rn—-il |
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] ﬁ M_xﬁ—i]|n=4
i=n

[h—-1i]!
w4 wd e 1258240+ 24

Nty n—1d,. 1. 0. n2In=4
AMALY SIS EaD AUTO FUMC /20

Jetzt haben wir, so scheint es, eine richtige Verallgemeinerung

gefunden:

n X _AX . (_1)I -I"I!

Ix" eXdx=e ~§ =i

Soweit etwa gingen die Uberlegungen in der Unterrichts-

stunde. Ich halte fest:

— Der TI-89 liefert rasch Material zum Experimentieren und
Vermuten.

— Ohne gefestigte Grundkenntnisse ist ein Folgern aus dem
vom TI gelieferten ,,Rohmaterial” hier nicht maoglich.

— Die TI-Anzeige zwingt zum vernetzten Denken.

Ich forderte nun einen Beweis der Summenformel. Fur einen

Leistungskurs scheint mir das angemessen zu sein.

. thl

Zwei Moglichkeiten bieten sich an:
(1) Beweis durch vollstandige Induktion
(2) Beweis durch Ableiten.

Einfuhrung in die Fraktale

Fraktale erfuhren ab Mitte der 80er Jahre durch die Ein-
flihrung des PC eine ungeheure Popularitat, nicht zuletzt
durch ihren hohen Grad an Asthetik. Von der verwandten Chaos-
forschung erhoffte man sich neue Erkenntnisse tUber nichtlineare

Systeme. Auch wenn sich die erste Euphorie inzwischen etwas
gelegt hat, bleibt das Thema aktuell, denn auch bei neueren
Entwicklungen, wie z.B. bei Handyantennen oder effizienteren
Verfahren der Bildkomprimierung, spielen Fraktale eine Rolle.

Im Folgenden beschreibe ich eine Unterrichtsreihe, die ich
in einer 11. Klasse im Zusammenhang mit Folgen durch-
gefuhrt habe. Eine detailliertere Darstellung dieser Reihe findet
man in [1].

Wilfried Zappe

Fur den Beweis durch vollstandige Induktion kann man das Ver-
fahren der partiellen Integration anwenden. Im Induktions-
schritt hilft der Ansatz:

IxkT eXdx = X< eX = [k +1)- x* - e¥dx.

Man muss das Verfahren der partiellen Integration also kennen,
wenn man den Beweis auf diesem Wege flhren willl AuRer-
dem ist ein souverdnes Umgehen mit dem Summenzeichen
eine weitere wichtige Voraussetzung fir die Beweisflihrung.

In weiteren Ubungen (z.B. [x"-e*dx oder [x"-e'™dx ) wurde
das Verfahren vertieft.

Zusammenfassung: Auch bei recht engen Spielrdumen
bezliglich der Inhalte, wie sie ein Mathematiklehrgang mit
Zentralabitur bietet, kann durch den Einsatz des CAS-Taschen-
rechners der Unterricht experimenteller, intensiver, offener,
theoretisch anspruchsvoll und interessant organisiert werden.
Naturlich bietet das Vorhandensein von CAS allein noch keine
hinreichende Voraussetzung daflir. Es bedarf stets eines
entsprechenden methodischen Ansatzes durch die Lehrkraft.

Anmerkung der Redaktion:
Die ldeen dieses Artikels lassen sich natlrlich ebenso
mit einem Rechner der TI-92 Reihe oder auch mit dem neuen

Voyage 200 realisieren. Die Abbildungen wurden mit dem
Voyage 200 erstellt.

Autor:

Dr. Wilfried Zappe
Schleusinger Strale 4
D-98693 limenau/ Thiringen
Zappe.llmenau@t-online.de

Michael Bostelmann

Bei der Untersuchung einer Sprungfolge auf einer Strecke
gelangt man zum wahrscheinlich einfachsten Fraktal, dem Can-
tor-Staub. Daran werden die zentralen Begriffe ,,Selbstahnlich-
keit” und , Fraktale Dimension” erlautert und anschlieRend ein
komplexeres Fraktal untersucht.

Auf den ersten Blick erscheint die Verwendung des TI-92 Plus
anstelle eines PC fast als Anachronismus. Die Schuler empfan-
den jedoch, dass die vordergriindigen Nachteile (lange Rechen-
zeit, schlechte Grafikauflosung, keine Farben) durch die leichte
Bedienung und die schnelle Verfugbarkeit mehr als wettge-
macht wurden.

TI-Nachrichten 7
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Motivation

Ein Floh springt auf einer Strecke AB nach folgenden Regeln

hin und her:

— Startpunkt ist die Mitte zwischen A und B

—  Er wirft eine Mlnze. Bei Kopf springt er in Richtung A und
zwar genau 2/3 der Entfernung bis A. Bei Zahl springt er in
Richtung B und zwar genau 2/3 der Entfernung bis B.

Abb. 1 zeigt die ersten Sprliinge einer mogliche Sprungfolge.

A Start B

Abb. 1: Sprungfolge Zahl-Zahl-Kopf

Nach einigen Spriingen halt der Floh inne und betrachtet die
bisher erreichten Punkte. Mithilfe eines kleinen Programms
konnen wir diese Punkte sichtbar machen.

floh(n)
Prgm
Local k,p,x
FnOff:PlotsOff:ClrDraw
setGraph("axes","off")
-@.1sxmin:1.1sxmax:@->ymin:1>ymax
Line 0,0.4,0,0.6
Line 1,0.4,1,0.6
@.5>x
PtOn x,0.5
For k,1,n
rand(2)-p
If p=1 Then
X/ 3>x
Else
2/3+x/3>x
EndIf
PtOn
EndFor
EndPrgm

x,0.5

Floh(300) markiert 300 Spriinge und es zeigt sich folgendes Bild:

FE¥ | FG™ |F7 B
| |Zn:u:-m Tr*ai:e Regr*aph Math DS |- ‘,;,-,

TURTLE RAD AFFROR FUHC

Abb.2: 300 Sprtinge
Es lasst sich vermuten, dass einige Punkte der Strecke Uber-

haupt nicht getroffen werden. Aul3erdem erscheint eindeutig
ein Muster. Dies soll nun genauer untersucht werden.

8 TI-Nachrichten

Michael Bostelmann

Welche Punkte werden erreicht?

Reprasentiert man die Strecke AB durch das Intervall [0;1],
dann lasst sich die Folge der Sprungpunkte berechnen, wie
bereits in dem Programm ersichtlich ist. Die neue Position
berechnet sich aus der alten wie folgt:

Kopf:
Zahl:

Xneu = 1/3'Xalt
Xneu = Xait +2/3:(1- Xa) = 2/3 + 1/3-Xy;¢
Fur die Folge aus Abb.1 ergibt sich:

Xg =1/2; x5 =b/6; x3=17/18; x4 =17/54

Es ist leicht einzusehen, dass die Form der Briiche immer
unangenehmer wird. Abhilfe schafft die Darstellung im
Dreiersystem, da die Multiplikation mit 1/3 nur eine Komma-
verschiebung bedeutet.

Mit 1/2 = 0,73 und 2/3 = 0,25 folgt fiir die Sprungfolge nun
Xp = 0,13 ; Xo = 0,213 ; X3 = 0,2213 ; Xg = 0,02213

Ein Baumdiagramm macht dieses Schema deutlich.

K_= (0,007),
0,07),
K Z > (0,207),
0.1),
2  K_> (0021)
0,21, _
Z™ (0,227),

Abb.3: Baumdiagramm der ersten beiden Spriinge

Die Periode rutscht mit jedem Sprung um eine Stelle nach
rechts und hinter dem Komma schiebt sich eine 0 oder 2 ein.
Positionen, die zwischen dem Komma und der Periode eine
1 haben, werden nicht erreicht. Umgekehrt kann jede Position,
die nach dem Komma eine Folge von Nullen und Zweien
enthalt und dann mit der Periode 1 weitergeht, durch eine
entsprechende Munzwurffolge erreicht werden.

Woher kommt das Muster?

Schon nach wenigen Spriingen rutscht die Periode soweit nach
rechts, dass sie innerhalb der Bildschirmauflosung vernach-
lassigt werden kann. Schneidet man also die Periode ab, so
bleibt folgende Menge:

S = { (0, 212223...)3 / ZiE {0,2)’}

Diese Menge lasst sich schrittweise aus der Menge S = [0;1]
konstruieren. Aus S, bildet man S;, indem man alle Zahlen
entfernt, die an der ersten Stelle nach dem Komma eine
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1 enthalten. Geometrisch bedeutet das, dass man das mittlere
Drittel herausnimmt. Dann entfernt man alle Zahlen, die an
der zweiten Stelle eine 1 enthalten usw.. Die Entwicklung so
entstehenden Folge S; S4, S, ... lasst sich grafisch gut
veranschaulichen:

Abb.4: Entstehung des Cantor-Staubs

Offenbar gilt lim S, = S. Diese Menge ist unter dem Namen

Cantor-Staub bekannt. Es handelt sich hierbei um ein Fraktal,
wie wir gleich sehen werden.

Selbstahnlichkeit

Der Cantor-Staub eignet sich gut, um den fiir Fraktale typischen
Begriff der Selbstahnlichkeit zu verdeutlichen. Hier greifen wir
auf den bekannten Ahnlichkeitsbegriff aus der Mittelstufen-
geometrie zuruck:

Zwei Figuren sind ahnlich, wenn sie durch eine zentrische

Streckung in kongruente Figuren Uberfihrt werden kénnen.
Nehmen wir zum Beispiel das linke Drittel von S, also
S* ={(0,02yz5...)3 / z;€ {0,2} } und strecken es mit dem Faktor 3.
Dann erhalten wir

3-S* = { 3-(0,02,25)5 / € {0,2} } =
={(0,2923..)3/ Z€{0,2} } = S

Die Menge S ist zu einem Teil ihrer selbst ahnlich — eben
selbstahnlich.

Fraktale Dimension

Um was fiir ein geometrisches Objekt handelt es sich eigentlich
beim Cantor-Staub?

Vom Geflihl her ist seine Dimension grofRer als die eines Punkts
(die ware Null), aber so richtig eindimensional erscheint es uns
auch nicht. Im Vergleich zu einer Strecke hat es zu viele Locher.
Wir mussen unsere klassische Vorstellung vom ganzzahligen
Dimensionsbegriff erweitern. Betrachten wir die folgende
Herleitung der Dimension flir bekannte geometrische Objekte.
Verkleinert man eine Strecke im MalRstab 1:3, dann passt
die verkleinerte Strecke 3-mal in die urspriingliche Strecke.
Verkleinert man ein Quadrat im selben Malfstab, dann passt
das verkleinerte Quadrat 9-mal in das urspringliche Quadrat.
Verkleinert man einen Wiurfel im selben Maldstab, dann passt
der verkleinerte Wirfel 27-mal in den urspriinglichen Wiirfel.
Fassen wir zusammen:

Michael Bostelmann

Objekt Verkleinerungs- Anzahl n im
faktor k urspr. Objekt

Strecke 3 3=3

Quadrat 3 9=3

Wiirfel 3 27 =3

Verallgemeinern wir dies, so erhalten wir:
Verkleinert man ein Objekt im Maf3stab 1:k und passt das neue
Objekt dann n-mal in das urspriingliche Objekt, dann bezeich-
net die Zahl d mit n = k die Dimension des Objekts.
Wenden wir diese Uberlegung nun auf den Cantor-Staub an.
Wir verkleinern S im Mafstab 1:3 und erhalten das erste Drittel
von S. Dieses passt aber nur 2-mal in S, namlich im ersten und
im letzten Drittel. Damit erhalten wir:

2=3" > d=logs(2) =0,6309...
Also keine ganzzahlige, sondern eine gebrochene, eben
fraktale (lat. fractus: zerbrochen) Dimension, die zwischen
0 und 1 liegt. Diese bezeichnet man auch als Hausdorff-
Dimension (nach dem dt. Mathematiker Felix Hausdorff).

Ein naher Verwandter des Cantor-Staubs

Vor einigen Jahren wurde im Bundeswettbewerb-Informatik
folgende Aufgabe gestellt (sinngemaf3):

Ein Goldgraber erhalt einen Claim, der die Form eines Dreiecks
hat. Da er keine Ahnung hat, wo er mit dem Graben anfangen
soll, sucht er sich zunachst einen beliebigen Punkt aus. Um den
nachsten Grabungsort zu finden, wahlt er einen der drei
Eckpunkte beliebig aus und bestimmt den Mittelpunkt
zwischen diesem Eckpunkt und seiner momentanen Position.
Dies wiederholt er immer wieder.

Das folgende Programm stellt die Grabungsorte flr n
Grabungen grafisch dar.

gold(n)
Prgm
Local k,p,

X,y
FnOff:PlotsOff:ClrDraw
setGraph("axes","off")
F>xmin:100->xmax:@->ymin:100->ymax
[20;80;50]-px:[5;5;901-py
50->x:50-y
Line px[1,1]1,py[1,1]1,px[2,1],pyl[2,1]
Line px[2,11,py[2,11,px[3,11,py[3,1]
Line px[3,1]1,py[3,1]1,px[1,1],pyl[1,1]
PtOn x,y
For k,1,n
rand(3)-p
(x+px[p,11)/2>x
(y+pylp,11)/2>y
PtOn x,y
EndFor
EndPrgm

TI-Nachrichten 9
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Nach 3000 Grabungen ergibt sich folgendes Bild:

1 Fer | F% & FE~ | _F&™ |Fr
|~r E L0000 Tr*aceTRegr*aphTHath Dr‘awar

TURTLE

Abb.6: 3000 Grabungen

Der relativ langsame Bildaufbau hat bei Verwendung eines
TI-ViewScreens den Vorteil, dass die Schiler wahrend der
Entstehung bereits Vermutungen Uber die Struktur des Bildes
anstellen konnen — eine Art Montagsmaler-Effekt.

Bei der entstandenen Figur handelt es sich um das sogenannte
Sierpinski-Dreieck, ebenfalls ein Fraktal. Geometrisch entsteht
es, wenn man aus einem Dreieck das Mittendreieck heraus-
schneidet, dann aus den verbleibenden drei Dreiecken wieder
das Mittendreieck entfernt usw.. Auch hier lasst sich die
Dimension leicht berechnen.

Nach der Verkleinerung im MaRstab 1:2 passt das Dreieck
3-mal in das urspriingliche Dreieck. Fiir die Dimension gilt dann

Michael Bostelmann

3=2" — d=logy3)=15849...
Eine ausfuhrliche Untersuchung des Sierpinski-Dreiecks findet
man in [2].

Die Schiler konnen an dieser Stelle mit anderen Sprung-
regeln oder anderen Grundfiguren anstelle des Dreiecks experi-
mentieren.

Empfehlenswert als Weiterfuhrung ist ein Video, das uber
die Betrachtung von Flohspriingen zur Juliamenge bzw. zur
Mandelbrotmenge hinflihrt [3].

Literatur:

[1] http://matheag-sii.bildung-rp.de

[2] M. Schroeder, Fraktale, Chaos und Selbstahnlichkeit,
Spektrum Verlag 1994

[3] Der Fraktale Flohmarkt, Video, Spektrum-Verlag

Autor:

Michael Bostelmann
Westerwaldstrafse 15a
D-56335 Neuhausel
mail@mbostelmann.de

Die irrationalen Zahlen im mathematischen Labor (2)

Annaherung von ™ mit der Methode des Archimedes

1. Theorie

Archimedes (Syrakus, 287 — 212 v.Chr.) hat eine Methode fir
die Abschatzung von a ausgedacht, welche uberraschen-
derweise der modernen Definition der reellen Zahlen sehr
nahe steht. Allgemein wird dieser Wissenschaftler als einer der
groRten aller Zeiten anerkannt.

Natrlich konnte sich Archimedes damals nicht auf die moder-
nen Methoden der Grenzwertberechnung von Folgen stltzen.

10 TI-Nachrichten

Diego Colosio

Einige Ideen des Verfahrens sind jedoch seiner Zeit um 2000
Jahren voraus. Es war damals aus der euklidischen Geometrie
klar, dass der Kreisumfang zwischen den Umfangen von einbe-
schriebenen und umbeschriebenen regularen Vielecken liegt.

Archimedes erkannte, dass der Umfang der Vielecke umso
naher an den Kreisumfang rickt, je groRRer die Zahl der Seiten
wird.

Setzt man in der Formel C = 2mr des Kreisumfanges r = 1,
so erhalt man die gewlnschte Zahl m als Lange des

Halbkreises: T = %
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1.1 Erste Anndherung

Man erhalt eine erste, grobe Abschatzung von T durch die
Berechnung des halben Umfanges von einbeschriebenem bzw.
umbeschriebenem regularem Sechseck.

Diego Colosio

1.3 Verdoppelung der Seitenzahl

Archimedes schlagt ein kluges Induktionsverfahren vor,
welches uns ermoglicht, aus den Seiten eines gegebenen
regularen Vielecks diejenigen des Vielecks mit verdoppelter

Seitenzahl zu berechnen.

In der folgenden Figur seien a und b die Seiten eines beliebigen
o b ein- und umbeschriebenen regularen n-Ecks, und c¢ sei
der Inkreisradius des einbeschriebenen n-Ecks. Es sind die ent-
s sprechenden GroRen a', b', ¢' des neuen 2n-Ecks zu berechnen.
o
\ 60 Qb

] b2
2

=1

a=1 c=

3a < m™ < 3b

a < m < 3i
V3
a < m < 3464

1.2 Die nachsten Schritte

Bei Verdoppelung der Seitenzahl bekommt man eine bessere
Abschatzung fur r.

w

Sechseck
1.4 Geometrische Zusammenhange
.2 a’ 2 2
Pythagoras: ¢ +Z:1:>a =4(1-c?) (1)
Flache des Viereckes OP,H,Q,:
Zwilfeck A:lOTJleaoa 1,
2 2
Fuhrt man die Verdoppelung der Seiten fort, so bekommt man
fiir  eine immer bessere Abschatzung. A=FH,-OH,'=a'c
Vg 1 . a 2)
Das Problem von Archimedes war nun die Berechung der neu- zac=sa=a=5.

en Seitenlangen bei Verdoppelung der Seitenzahl. Die Trigono-
metrie war zu seiner Zeiten noch wenig entwickelt, er musste
sich auf die Erkenntnisse der klassischen Geometrie stlitzen.

TI-Nachrichten 11
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AH, H,Q, ist rechtwinklig: 2.1 Rekursionsverfahren
2
:{a) +( _C)z _a? 3) A.NFANGSBEDINGUNG: ) .
2 Eingabe der Werte c, a, b des regularen 6-Ecks (siehe 1.1).

Ersetzung von {1). {2} in 3): REKURSIONSSCHRITTE:

‘ Gegeben: ¢, a, b, n
o= ot (4)
Vo2

(4 - ¢

Mit dem TI-92 Plus bekommt man die Formel (4) durch folgen- 2 - a'

de Rechensequenz (hier als Kommandozeilentext im Text Editor (5) > b

abgelegt): 2n - n'
Ersetzen:

C-:nmmand Ulew Exen:ut,eTFmd T ] b e n>ab
ST T . a,b,¢c,n—abcn
Cfaa=ars(Z4co ey Iterieren
Ciia 2i2+il-ci 2=aa™2+eqy3 .
Cieg3leyl and_eqi+eg3l Halbumfang des ein — und
Clegil leyqlieqg3 . X
Creq3z oo 2=s+2q933 umbeschriebenen Vielecks:
Clzolueteyid, sl+ay3d
l: Tlegidl = cche ahd o ey n

Pa = Exa
Py = 5 xb
AARESFAF RAD AUTO FUNL 2

Anwendung des TI-92 Plus
Der letzte Bildschirm sieht wie folgt aus:

Eingabe der Anfangswerte:

1 3 Fav | Faw
|~rElﬂ1gebr‘aTI:alcTUthEFTPPngDTtlean Upﬁ
o s 1 Fow Favw | Fow 3 Fer
LR Ky | ccf=s3 233 2-2-c -T va AlashralCalc Dther‘TF‘r*ngDTCleah Upﬁ
_z+1
B zolueleyq33, =) ¢ egid E=—= "i+a 1
-.qu34|s=|:|:,2 and co k03 egd Ii-}b 2-J3
N FECESY Iz 3
co=Tg 5, I
J{eqiddls=cc”2 and cc>Dreqd 2 2
AAREZFYF FAD ALUTO FUMC B/ 0 g R &
6*n
AAAESFAF FAD AUTO AT HETED

AOP,H, = AOP,'Q,":

E:i' N b.:g' (5) Programmierung der Rekursionsschritte (ebenfalls mit

Kommandozeilen im Text Editor):

| CDmmandTUFigngEx;EuteTF irrsind...]’ ]

C: J'li Co+l 203 cc
CtariZ24cci+as
Ciaascoc+bb

3 24n+nn

E: aar*atbbs*biccrcinn?n
C

C

Zusammenfassend hat man folgende Formeln:

o' c+1 ) _a a

2. Naherungswert fiir In<2%a%pa

! hoZkbheph
tnspaspbl
Die oben berechneten Formeln (4), (2) und (5) ermoglichen nun
die Automatisierung des Ubergangs vom 6-Eck zum 12-Eck

und dann weiter zum 24-Eck u.s.w.

AARREZFYF EAD AUTO FUHC

12 TI-Nachrichten
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Erster Rekursionsschritt:

A1 sebralc ot ot her Frantolc1eam U |

I%.a.}pa 3.[5_1].5

"5 b R -12-([3-2)
" 12

"|pa [E-1)-]2
Pb 123 - 2]

[nipaiphl

AAAREZFYF EAD AUTO FUMC 1230

.. und der dritte Rekursionsschritt:

[l aebralcat |other Frantolc1een U |

L l"I-FJ

24-[JZ - 1]
(E+B+a) R+ Rra++224)
48-([3-1)-Z
JE+E+a)* P ra BT

RAD AUTO FUMC 2430

1.4

[[[E+[Z +4)

[Cnipas;phl
AAAREZFYF

Hier sieht man, wie die symbolischen Ausdriicke schon sehr
frih kompliziert werden. Schneller geht die Berechnung im
.approximate mode”. Speichert man die jeweiligen Ergebnis-
vektoren als p12, p24, p48 ... ab, kann man sie mit Hilfe der
,augment” Funktion zu einer groRBen Ergebnismatrix

Diego Colosio

zusammenfassen. Dabei ist gut zu sehen, wie der Wert flr p
eingekapselt wird:

1 Fer Faw |_ FH™
- E ngebr‘a Calc|0ther F‘r*ngl:l l:lear'n Up
P WA k= R = S B = )L Y

45. 313935020302 3. 14608821513
[ F.14103195022 3, 142714359965

192, 3.141452472259 3E, 141872049902
384, 3.14155780791 5. 14166274706
FE2. 3.14158389215 3. 1416101766

1536, 3.14159046323 3. 14159703432

augnent Cp24d; augment Lpd8 ; augmne..

ARAREZFYF KAl AFFROA FUMC Z0/ 50

Im Vergleich zu modernen Methoden ist die Konvergenz
ziemlich schlecht. Zur Zeit von Archimedes waren jedoch sym-
bolisches Rechnen, Dezimalzahlen und vor allem elektronische
Rechner unbekannt: Man musste mit einer noch sehr groben
Bruchzahlendarstellung arbeiten.

Man kann sich die Freude des Archimedes kaum vorstellen,
wenn er einen TI-92 Plus als Weihnachtsgeschenk bekommen
hatte!

Autor:

Diego Colosio

Liceo 1

CH-6900 Lugano, Schweiz
colosio@bluewin.ch

Dynamisch Geometrie entdecken mit

elektronischen Arbeitsblattern

Dieser Beitrag ist die gekiirzte Fassung eines umfangrei-
cheren Artikels, der die aufgezeigten Intentionen mit wei-
teren Beispielen illustriert. Die vollstédndige Fassung kann auf der
TI-Materialen Seite (http://education.ti.com/deutschland/,
»Lehrerwelt, WUnterrichtsmaterialien) in der Rubrik Cabri/
Abhandlungen eingesehen und zusammen mit einigen Cabri-
Arbeitsblattern heruntergeladen werden.

In den neunziger Jahren wurde Dynamische Geometrie-
Software (DGS) entwickelt, Wegbereiter war Cabri Géomeétre.
Es gab nicht nur inhaltliche Impulse, noch bedeutsamer waren
die methodischen Auswirkungen, die eine starke Betonung des
Visuellen und Experimentellen ergaben.

Zwar waren die Auswirkungen auf die Konzeption von Inhalt
und Methodik eines computergestlitzten Geometrieunterrichts
grof3, aber es waren erst vereinzelt stattfindende Aktivitaten. Zu
einer Breitenwirkung fehlt auch heute noch vieles.

Hans-Jurgen Elschenbroich — Ginter Seebach

Einige Griinde dafur:

— Der organisatorische Aufwand ist grof3.

— Das Unterrichten mit DGS hat Tiicken: Kleine Fehler kdnnen
unerwunschte Auswirkungen haben, die bis zur Unbrauch-
barkeit einer Konstruktion fuhren.

— Das Konstruieren geometrischer Figuren mit einem DGS
erweist sich als eine spezielle Form des Programmierens.

— Neben den Ticken und Risiken bei der Durchfuhrung ist der
zeitliche Mehraufwand in der Vorbereitung fir den Lehrer
beim erstmaligen Einsatz betrachtlich.

Hier setzen die elektronischen Arbeitsblatter an.

- Weg vom Programmieren als Konstruieren von Figuren,

— hin zum Arbeiten mit geometrischen Figuren, zum
Deuten von Ortslinien, zum Aufstellen und Uberpriifen von
Vermutungen, zum Entdecken von Eigenschaften.

TI-Nachrichten 13
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Elektronische Arbeitsblatter mit ihren vorbereiteten Konstruk-
tionen verstehen wir als eine mediale Briicke zwischen der Welt
der Mathematik (den Satzen der Geometrie) und der Welt der
DGS (mit ihren Konstruktionsbefehlen, Zugmodus, Ortslinien).
Im Folgenden soll ein Beispiel' eines derartigen Arbeitsblatts
vorgestellt werden.

AuBenwinkelsumme am Dreieck

Hier wird ein Dreieck sukzessive ,geschrumpft’, wobei die
Winkel wegen paralleler Linien gleich bleiben, bis es (fast) zu
einem Punkt wird und die AuRenwinkel sich zu einem Vollkreis
erganzen.

Stelle dir vor, du wanderst von Start nach A,
drehst dich in Richtung B und gehst nach B,
drehst dich in Richtung C und gehst nach C,
drehst dich in Richtung A und gehst bis Start.

Um welchen Winkel hast du dich insgesamt gedreht?
Verandere nun den Streckfaktor (durch Doppelklick
auf die Zahl).

Wieso kannst du deine Vermutung damit begriinden ?

C
Streckfaktor: 1,00 --“'J‘.
E R |
. e i
tar,.- \
.-'I"L .'-,
.-.--" - ‘P III\.
A 4
8
[
Streckfaktor: 0,40 i -
- L]
F'.-. 'I
.-"---. 1 I'u
1 :.I‘.' _."-1'| '.l
- - b’ i
- -..__.. - "I ; |Il
.__.r '—L '|I
o L
n‘ F~ L
B
C
Streckfaktor: 0,001 et
i |
- Y
Stark-" \
.'-.‘!- - lIII
e & L}
L P !
; \
A e &
B

'Aus: Elschenbroich/Seebach: Dynamisch Geometrie
entdecken. Klasse 7, 8, 9. CoTec 2002. Der ungekiirzte Artikel
im Internet enthalt weitere Beispiele.
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Hans-Jurgen Elschenbroich — Ginter Seebach

Schiiler-Rolle & Lehrer-Rolle

Die Rolle des Schilers wandelt sich durch den Einsatz neuer
Medien. Wurde friher der Schiler eher belehrt, so lernt er
heute zunehmend selbst aktiv. Die Betonung des Visuellen und
die Aufforderung zum experimentellen Arbeiten geben nicht
nur dem Geometrieunterricht eine andere Note, sondern
ermoglichen in verstarktem Malf3e selbststandiges Lernen. Zur
Ergebnissicherung ist das Zusammenfassen und Auswerten
der Beobachtungen von Beginn an unerlasslich.

Der Lehrer ist nicht mehr zentraler Wissensvermittler, sondern
wichtiger denn je als Organisator und Moderator fiir Schiler-
aktivitaten. Nach dem derzeitigen Stand der Lernpsychologie
baut sich jeder Schiler auf seinen Vorerfahrungen sein eigenes
Wissen auf. Besteht schon im klassischen lehrerzentrierten
Unterricht die Gefahr eines Flickenteppichs unterschiedlichen
Wissens, so ist es bei derartigen elektronischen Arbeitsblattern,
die auf ein hohes MalRR an Eigenstandigkeit der Schuler
abzielen, noch viel ausgepragter moglich, dass isolierte
Wissens-Inseln produziert werden. Auch muss der Lehrer
darauf gefasst sein, dass die Schuler gar nicht die von ihm
gewdlnschten Vorstellungen entwickeln oder auf anderen
Wegen lernen als er es erwartet hat.

Die neue Rolle des Lehrers wird deshalb darin bestehen, die
einzeln aufgebauten subjektiven Erfahrungen und Deutungen
der Schiler zu sammeln, ggfs zu korrigieren, zu organisieren
und zu vernetzen und eine gemeinsame Wissensbasis flr
zukunftiges Arbeiten herzustellen.

Ebenfalls wird ein anderer Umgang mit Fehlern erforderlich.
,Falsche” Vermutungen kommen beim visuellen und experi-
mentellen Arbeiten haufig vor, sind aber nicht als Fehler zu
werten, sondern als wichtige Stufen im Erkenntnisprozess.
Dafiir ist wesentlich, dass die Schiler in einem Lernklima
arbeiten, das zum Vermuten und Ausprobieren ermutigt und
dass der Lehrer Phasen der Erarbeitung neuen Wissens von
Phasen der Leistungsuberprifung fur Schuler deutlich trennt.

Der Mathematikunterricht erhalt durch den Computer eine
starkere sprachliche Akzentuierung, weil die Schiler das Wahr-
genommene sprachlich formulieren missen. Der Computer
macht somit den Mathematikunterricht nicht sprachloser,
sondern schafft gerade Raum flir eine Kommunikation!

Visuell-dynamisches Beweisen

Beim Einsatz von DGS geht es nicht darum, auf einer experi-
mentellen Stufe des Wissenserwerbs stehen zu bleiben,
sondern stets die Frage zu stellen ,,Warum muss das so sein”.
Die Moglichkeiten des Zugmodus des DGS gehen durch
die Macht der Dynamik weit Uber die Moglichkeiten der
Visualisierung einer einzelnen Zeichnung hinaus. In der Folge
der Bilder, die im Zugmodus erzeugt werden, kann ein
Beweis als eine Geschichte in Bildern erzahlt werden.
Dieses praformale, aber vollgliltige Beweisen ist auch
visuell-dynamisches Beweisen genannt worden.
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Das Untersuchen von beweglichen Figuren ist ein alter Ansatz
in der Geometrie, der in Gedanken (,,Wir stellen uns vor, der
Punkt bewegt sich ..."”), in Folgen von einzelnen Zeichnungen
erfolgte, spater in Trickfilmen umgesetzt wurde und der jetzt
mit DGS eine neue Qualitat erhalt. Zum einen ermoglicht DGS
(fast) spielerisch leicht Zeichnungen stetig zu variieren. Zum
anderen ist DGS ein interaktives Medium: Schuler werden im
Unterschied zu Trickfilmen, Videos und Multimedia-Animatio-
nen geradezu herausfordert, eigentatig zu werden; sie werden
zu Vermutungen angeregt und konnen diese selbstgesteuert
Uberprufen. Jeder Schiler kann gemalf3 den eigenen Lernfort-
schritten auch Veranderungen riickgangig machen und neu
ansetzen oder auch Prozesse wiederholen.

Literatur:

Elschenbroich, Hans-Jliirgen/Seebach, Glinter:

Dynamisch Geometrie entdecken. Elektronische Arbeitsblatter
mit Cabri ll, Klasse 7, 8, 9. CoTec, Rosenheim 2002.
www.dynamische-geometrie.de

Hans-Jurgen Elschenbroich — Ginter Seebach

Elschenbroich, Hans-Jlirgen/ Seebach, Glinter:

Dynamisch Geometrie entdecken mit elektronischen Arbeits-
blattern. Tagungsband der T3-Pfingsttagung 2001 Neues
Lernen — Neue Medien — Neuer Blick auf Standardthemen.
ZKL-Texte, Munster 2002.

Elschenbroich, Hans-Jlirgen:

Neue Ansatze im Geometrieunterricht der S| durch
elektronische Arbeitsblatter. In: Beitrage zum Mathematik-
unterricht 2000.

Elschenbroich, Hans-Jlrgen:

Visuell-dynamisches Beweisen. In: mathematik lehren 110.
Autoren :

Hans-Jurgen Elschenbroich, Kirchstral3e 26,
D-41352 Korschenbroich, elschenbroich@t-online.de

Glnter Seebach, Im alten Garten 13, D-53773 Hennef,
guenter.seebach@t-online.de

Modellbildung - schon zu Beginn des

des Analysis-Unterrichts

An der FHS, Hochschule fur Technik, Wirtschaft
und Soziale Arbeit St. Gallen wird im Bereich Technik
seit einiger Zeit im Mathematik-Unterricht der TI-89
intensiv genutzt. Dies deshalb, weil es gerade fir angehende
Ingenieure wichtig ist zu sehen, wie sehr die zu lernenden
mathematischen Werkzeuge flir die Modellierung realer
Situationen gebraucht werden.

Didaktische Uberlegungen

Der Aufbau des Analysis-Unterrichts erfolgt an der FHS nach
den Black Box/White Box-Prinzip (vgl. [1]) folgendermalf3en:

Die Studienanfanger werden zunachst mit realen Problem-
stellungen konfrontiert, die in erster Linie auf den Begriff der
Anderungsrate ausgerichtet sind, aber gleichzeitig auch schon
auf Differentialgleichungen und auf das Thema Regression
hinsteuern. Diese Begriffe werden inhaltlich erarbeitet, die
Notation definiert und die zugehorige Bedienung des TI-89
erklart. Damit konnen die betrachteten Probleme gelost
werden. AnschlieRend folgt — sozusagen als Essenz aus
den Beispielen — die prazise mathematische Definition der
genannten Begriffe.

Auf diese Weise gelingt es, im ersten Semester (17 Wochen
mit je 4 Lektionen Analysis) alle wichtigen mathematischen
Begriffe, die in der Physik gebraucht werden, bereit zu stellen.
Die Studierenden konnen einfache Rechnungen von Hand
erledigen, sind aber mehrheitlich auf das CAS angewiesen.
AnschlieRend folgt dann die vertiefte Behandlung des Stoffes

Angela Fassler

so, dass zu Beginn des dritten Semesters dieselben Problem-
stellungen wie zu Beginn (und naturlich komplexere) nochmals
angegangen werden konnen — jetzt aber mit einem vom CAS
unabhangigen Losungsweg.

Beispiele aus dem Analysis-Unterricht der FHS
Aus der siebten Woche des ersten Semesters:

Beispiel 0.1 /n den Hausaufgaben zum ersten Kapitel haben
Sie gelernt, dass eine Weg-Zeitfunktion gilt: Die momentane
Anderungsrate gibt gerade die Momentangeschwindigkeit
v(t) an. Aus der Homepage des Autors von [2] stammen die
folgenden Angaben:

Richard Zimmer, Canyon del Oro High School, Tuscon, AZ. shot
a 120 grain hollow point bullet from a 300 Winchester Magnum
rifle. He measured the velocity in ft/sec (second row) as a
function of distance travelled in ft (first row).

0 300 600 900 1200 1500

3290 2951 2636 2342 2068 1813

Jemand behauptet nun, dass die Geschwindigkeitsanderung
proportional zur Geschwindigkeit sei: v'(t) = a - v(t). Wir Uber-
prufen diese Aussage auf Plausibilitat: Mit dem CAS bestimme
man v(t), daraus s(t) als unbestimmtes Integral und vergleiche
dann das Modell mit den gegeben Daten.

TI-Nachrichten 15
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Losung

Wenn die Behauptung richtig ware, misste gelten:

CAS
3

Vit)=a v(t) = v(t)=C, -

cs
C, e v(t
= +CZ=£+C2

=s(t)=JC,-e*'dt

=v(s)=(s-C,)-a
v(s) musste also eine lineare Funktion sein. Fihren wir deshalb
als Test eine lineare Regression flr die gegebenen Messpunkte
durch:

TI-89 = v =-0.983619 - s + 3254.38

Damit erhalt man in der folgenden Graphik in einem sv-Koordi-
natensystem die Datenpunkte und die Regressionsgerade:

FITI FETI F3 ] F4 F5=| Far [Fief#i
T ol 5|20 ora| Trasck|k ek aeh|Hakh Dr-:ll.-.llP-ar.l:-. |
LA
=
Al FAD AUTON FUMC

Aus der ersten Woche des zweiten Semesters:

Beispiel 0.2 Es soll ein vereinfachtes Modell fiir den Lande-
anflug eines Linienflugzeuges entwickelt werden (alle Angaben
aus [3]).

Annahmen:

1. Der Zielflughafen liegt in einer grolSen Ebene und es sei
windstill. Die Anflugrichtung des ankommenden Flugzeuges
sei gerade so, dass nur die Hohe zu verringern ist also
keine Seitwartsbewegungen mehr durchzufihren sind.

2. Die Flughohe zum Zeitpunkt, in dem der Landeanflug einge-
leitet wird, betrage H, und das Flugzeug sei dann in einer
Distanz L vom Aufsetzpunkt entfernt. (Der Landeanflug
erfolgt aus der Horizontalen.)

3. Vom Piloten wird verlangt, dass er wahrend des gesamten
Landeanfluges eine konstante Horizontalgeschwindigkeit v
beibehalt.

4. Der Absolutbetrag der vertikalen Beschleunigung darf
eine gewisse Konstante k nicht (ibersteigen (k muss sehr
viel kleiner als die Erdbeschleunigung sein, damit den
Passagieren noch wohl ist).

16 TI-Nachrichten
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Aufgabe

a) Zeichnen Sie nach Augenmal3 eine Kurve im xz-Koordina-
tensystem, welche lhren Vorstellungen eines Landeanflugs
entspricht. Bestimmen Sie eine moglichst einfache Funktion
z(x), die mit diesen Vorstellungen ibereinstimmt und die
gegebenen Parameter enthalt.

b) Bestimmen Sie nun die Weg-Zeit-Funktion x(t) und z(t) sowie
den Absolutbetrag von Z(t).

c) Wir nehmen an, eine Airline entschliel3t sich, die vertikale
Beschleunigung auf maximal k = 550 Nmi/h’ zu beschrénken
(in der Luftfahrt wird mit ,,nautischen Meilen” Nmi gearbei-
tet). Die Reisehohe sei 35000 ft und die Geschwindigkeit 460
Nmi/h’. In welcher Entfernung zum Flughafen muss der Pilot
den Landeanflug einleiten?

Losung

Die Studierenden stellen schnell fest, dass die Annahme Uber
die konstante Horizontalgeschwindigkeit irreal ist und in einem
nachsten Schritt eine Verbesserung des Modells hier anzu-
setzen hatte.

a) Mit einer Handskizze erkennt man, dass z(0) = 0, z(L) = H,
2'(0) = 0 und z'(L) = O eine Beschreibung unserer Vorstel-
lung ist. Als einfache Funktion, die vier Parameter zur freien
Bestimmung offen lasst, wird z(x) =a - X+ b - X+ ¢ - x + d

gewahlt.

C/js

:>a=_2—3H,b=3—2H,c=0 und d=0
L L

Es ist also z(x):ﬁ-x3 +¥-x2
L L

b) Die Annahme Uber die konstante Horizontalgeschwindigkeit
liefert:
z(t) = -v = x(t) = -v - t + C, wobei aus x(0) = L folgt, dass
C =L sein muss.
Damit wird aber

z(t):_Lz—sH~(—v~t+L)3+|3_—2H-(—v~t+L)2

v Ho(t-v—LP-(2-t-v+L)
= z(t)= 3

CAS

AL e

Z(t) ist eine lineare Funktion in t ! Das betragliche Maximum
wird also am Rand des Definitionsbereichs [0, t;] angenom-
men, wobei ty der Zeitpunkt des Aufsetzens des Flugzeugs

auf dem Boden sei.
CAS
1

Berechnung von t5: x(t;)=0 = t,= % =

CAS

N 2
und (t) = z[Ej S 8Hv
v 12

2
5(0) = w
L
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Der Absolutbetrag der vertikalen Beschleunigung ist

6-h-v2
L2

also

c) Um den erlaubten Maximalwert von k = 500 Nmi/h? voll

2
=k und erhalten daraus

. . 6-H-v
auszuschopfen setzen wir 3
L

— unter Verwendung der Umrechungsfahigkeiten des TI-89
bei den Maf3einheiten — L = 115.3 Nmi = 213 km . Dies ist,
nach Angabe eines Piloten, eine recht gute Naherung fir
Verkehrsflugzeuge der GroRenordnung MD-11.

FlfI FEr| F3 ]' F4 IF5'r| Fhr IFF;1?EE |
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Ein erster Kontakt mit dem neuen Voyage 200

Die Geruchte gingen schon langer um, aber auf der
MNU-Hauptversammlung 2002 in Hannover war er
dann erstmals zu sehen und anzufassen: Der neue CAS-Rech-
ner von Texas Instruments mit dem neuen Namen Voyage 200.
Damit wird von der bis in die 70er Jahre des vergangenen
Jahrhundert zurtickreichenden Tradition abgegangen, Taschen-
rechner aus dem Hause Texas Instruments mit , TI-” und einer
angehangten Ordnungsnummer zu benennen. Ob man nun
.Voyage” englisch oder franzosisch ausspricht, ist ziemlich
gleichgultig. Wichtig ist, dass sich etwas Neues getan hat und
Moglichkeiten fur weitere Neuerungen eroffnet wurden.

Zum Erscheinungstermin dieses Heftes der TI-Nachrichten wird
die endglultige Freigabe und Markteinfihrung erfolgt sein.

Das aufiere Erscheinungsbild hat sich gewandelt. Die Abmes-

sungen des Voyage 200 sind 18,5 cm x 12 cm bei einer maxi-

malen Dicke von 3 cm und einem Gewicht von 400 g. (Zum

Vergleich beim TI-92: 22 cm x 13 cm x 4 cm bei 600 g.)

Unverandert geblieben sind

— das Display (mit nach wie vor 240 x 128 Pixel, was sicher
aus Kompatibilitatsgrinden wichtig ist) und

— der Uberwiegende Teil der Tastatur. Einzig die bisher links
liegenden Funktionstasten wurden nun in einer Reihe
unterhalb des Displays plaziert. Dies erfordert eine kleine
Umgewohnung in der Bedienung, die man aber schnell
verinnerlicht hat. Auch die in 8 Richtungen kippbare

Angela Fassler

Personliche Schlussbemerkung

Aus den Ruckmeldungen der Studierenden zu dieser Art Unter-
richt weil ich, dass sie ihn als sehr anspruchsvoll, aber auch als
ausgesprochen interessant einstufen. Nie vorher habe ich so
haufig ein spontanes ,,cool!” gehort, wie seit ich diesen Weg
gehe.

Literatur:

[1] Helmut Heugl u. a. — Mathematikunterricht mit Computer-
algebra-Systemen, Addison Wesley 1996

[2] David Lomen, David Lovelock - Differential Equations:
Graphics Models Data, Wiley 1999
(vgl. auch: www.math.arizona.edu/~dsl/book.htm)

[3] James Stewart — Calculus, Concepts and Contexts
Books/Cole Publishing Company 1998

Autorin:

Angela Fassler
angela.faessler@fhsg.ch

Wolfgang Propper

Cursortaste wurde durch 4 Einzeltasten ersetzt. Diagonale
Bewegungen sind dennoch moglich. Man muf3 nur zwei
Cursortasten gleichzeitig driicken.

I |

| R =Em
=
L=

o

Abb. 1

Die erste wirkliche Uberraschung zeigt sich, wenn man den
Rechner einschaltet. Man landet nicht mehr im gewohnten
Hauptbildschirm, sondern hat eine graphische Benutzerober-
flache mit vielen Icons vor sich (davon 12 sichtbar, die anderen
werden durch Scrollen mit den Cursortasten erreicht).

TI-Nachrichten 17
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Es gehort nicht viel Phantasie dazu, zu vermuten, dass man mit
einem genau die Applikation 6ffnen wird, die eben mar-
kiert ist. So wiirde ein aus der in Abb. 2 gezeigten Situa-
tion in den Hauptbildschirm fihren, von wo aus sich der Voyage
200 vollkommen identisch verhalt, wie der gewohnte TI-92 (mit
oder ohne Plus). D.h. [y=] Editor, [winDow] Editor oder [GRAPH] Bild-
schirm werden vom Home Screen aus mit [¢] [W], [¢] [E] oder
[¢] [R] erreicht, wie bisher. Einzig die Taste hat nun eine
andere Funktion: Wenn man sie aus irgendeiner Applikation
heraus betatigt, landet man wieder in der Benutzeroberflache.

Bei genauem Hinsehen sieht man in der rechten oberen Ecke
Uhrzeit und Datum eingeblendet. Dazu wird sicher das Icon
.Clock” passen, eine simple Applikation zum Einstellen der
Uhr. Aber ebenso denkbar ist, dass mit Uhr und Datum auch
ein funktionstlchtiger Organizer betrieben werden kann.

Blieben noch die am linken Rand sichtbaren Eintrage. Mit ihnen
kann man das Erscheinungsbild der Benutzeroberflache fur
spezielle Aufgabengebiete anpassen. Die Vorgaben wie
English, Math, Graphing, etc. konnen individuell umbenannt
werden. Die dahinter stehende Philosophie ist die Idee des
Personal Learning Tool (PLT), mit dem der Voyage 200 zu einem
individuellen Lernwerkzeug ausgebaut werden soll. Der
Anwender (Schiler) soll sich also Oberflachen flr einzelne
Lerngebiete oder Facher wie Fremdsprachen, Gesellschafts-
kunde, Mathematik etc. einrichten konnen. Wie das aussehen
kann, zeigt Abb. 3, die natlrlich noch insofern unvollstandig ist,
als spezielle Applikationen flir andere Facher derzeit noch nicht
verflugbar sind.
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Abb. 3

Hier wird sich in naherer Zukunft sicher einiges tun: Man kann
sich neben dem Text Editor eine echte Textverarbeitung
vorstellen, die Texte zum direkten Weiterverarbeiten auf dem
PC sichern laRt. Ebenso sind fremdsprachige Worterblcher,
Landkarten oder Sammlungen mit geographischen Daten,
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die in der Tabellenkalkulation weiter verwendet werden konnen,
denkbar.

Eine erste, von den mathematischen Werkzeugen abweichende
Applikation, ist der StudyCards Viewer. Er erlaubt es, virtuelle
Karteikarten zu beliebigen Themen, die auf ihrer Vorderseite
Fragen, auf der Rulckseite Antworten tragen, durchzuarbeiten
und nach unterschiedlichen Kriterien auszuwerten. Die Karten-
stapel werden mit einer eigenen, von Texas Instruments kosten-
los bereitgestellten Software am PC erzeugt und von dort auf
den Voyage 200 geladen. Die Fragen konnen in multiple choice
Form gestellt sein, wobei der Rechner die Antwortkontrolle
Ubernehmen kann, oder auch in freier Form, wo der Lernende
seine Antwort mit einer vorgegebenen Antwort vergleichen
und eventuell bewerten muf3.

Ein Blick auf die Liste der bei Auslieferung standardmaf3ig
installierten Applikationen zeigt ein deutliches Mehr gegentber
dem TI-92 Plus. Zwei Geometrie Systeme (Cabri Geometre und
Geometer’s Sketchpad), die Tabellenkalkulation Cellsheet, der
Student Math Guide zu Einliben mathematischer Kalkile und,
und, und ...

alculus Tools
CellSheet

Finance
Polunomial Root Finder #
Simultaneous Egn Solwer #
Stats-List Editor
StuduCards .
Sumbolic Math Guide
The Geometer's Sketchpad

TYFE OF UZE £t} + [EMTERI=0K AHD [EZC1=CANCEL

Abb. 4

Ein wesentlicher Grund, weshalb alle diese Erweiterungen
denkbar erscheinen und machbar sind, ist der gegenuber den
Vorgangern (TI1-92) wesentlich erweiterte Speicher. Das norma-
le RAM, in dem das System und der zum Arbeiten verfligbare
Speicher liegen ist bei 256 kB geblieben. Aber das Flash ROM,
das fur Archivierung und Flash Applikationen zustangig ist, ist
von 702 kB sogar auf 2,7 MB angewachsen. Und dennoch
bleibt viel Platz im Flash ROM frei.

1| Cell5he sk | iris
Py MEMDRY e,
M [REZET
Text 2633
FI Expr o GOE 0]
E List. 17¢ Data 4488
Matrisx @ Other 24873
i Euncticon 179 History ]
Fr-am<Azsm 1 Susten 132635
Picture b FlashApp 12739245
String 0 Archive 27135
H EAM free 124294
yh (Enter=0E Flazh ROM frees 1511452)
AN TAD ATO FUNE 0750 Abb. 5

Somit bleibt als Letztes die Frage nach dem Betriebssystem. Im
About-Fenster des getesteten Gerats weist es sich als ein AMS
2.07 aus, ist also nummerisch nicht weit entfernt vom derzeit
aktuellen AMS 2.05 fur den TI-92 Plus. Und mit Ausnahme des
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erweiterten Speichers soll es auf jedem TI-92 Plus laufen
(allerdings erfordert die Zeit- und Datumsanzeige mindestens
die Hardware Version 2.00).

HEDUT N
LoyzgecTM> 200_PLT
Version 2,07, Q4082002
Advanced Mathematics Software
Hardware Uersion 2.00
Product ID: 08-2-A-50

IO #022C4 292F0 FFCC
Cert. REew. b=

For help, wisit education.ti.com

I— Coprridhk 3 200z Texas Instrurients, AT Fidhks Feserued. —
"" — — -J
HMAIN EAD AUTO FUMC 0/%0

Abb. 6

Far den Lehrer stellt sich naturlich die Frage ,,und was wird mit
unseren bisherigen TI-92 Plus, die wir erst vor einem Jahr
angeschafft haben?”

Die Antwort ist einfach. Das neue Betriebssystem soll auch fur
den TI-92 Plus verfligbar werden. Dann lassen sich der TI-92
Plus und der Voyage 200 vollig unproblematisch nebeneinander
verwenden. Entweder versieht man den TI-92 Plus mit dem
neuen Betriebssystem. Dann weist er die gleiche Oberflache
auf, wie oben beschrieben. Oder man nutzt die Moglichkeit,

Hillkurven in Klasse 9

Einflihrung

Viele Leser werden sich fragen: ,Hullkurven in Klasse 9,
geht das uberhaupt?” Die Antwort lautet: ,Ja, mit einem
CAS-Rechner!”

Der folgende Beitrag beschreibt einen entsprechenden Unter-
richtsgang mit dem TI-92 Plus und zeigt, wie im Rahmen des
Themenbereichs ,Quadratische Funktionen und Gleichungen”
in Klasse 9 ein sinnvoller Rechnereinsatz einen schiler-
und problemorientierten Zugang zum Thema ,Hullkurven”
eroffnen kann.

Dabei ergeben sich Moglichkeiten fir experimentelles, hypo-
thesenbildendes und -Uberprifendes Arbeiten. Beim Experi-
mentieren konnen die Schilerinnen und Schiler sowohl auf die
graphischen als auch auf die algebraischen Fahigkeiten des
Rechners zurtuckgreifen und verschiedenartige Wege zur
Bestimmung der Hullkurvengleichung entdecken.

Beschreibung der Unterrichtsreihe

Ausgangspunkt der Unterrichtsreihe ist die Kurvenschar mit der
Gleichung

ft(x) = (x - t)2 +0,5t°.

Die Klasse erhalt den folgenden Arbeitsauftrag:

Stelle die Kurven der Schar mit dem TI-92 Plus graphisch dar.
Wahle die Parameterwerte von t = -2,5 bis t = 2,5 bei einer
Schrittweite von 0,5.

Wolfgang Propper
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Abb. 7

beim Voyage 200 die graphische Benutzeroberflache aus-
zuschalten. Dies geht uber eine zusatzliche Option auf der
Seite 3 des Mode Menls. Man kann namlich das ,Apps
Desktop” dauerhaft ausschalten. Und dann verhalt sich der
Voyage 200 genauso wie man es vom TI-92 Plus her gewohnt
ist: Beim Einschalten kommt man in den Hauptbildschirm
des CAS und ein Druck auf die Taste 6ffnet das bekannte
Auswahlmenu.

Autor:

Wolfgang Propper, Josef-Simon-Str. 59, D-90473 Nrnberg,
w.proepper@wpro.franken.de

Hartmut Muller-Sommer

Die Schulerinnen und Schuler entdecken schnell, dass durch
diese einfache Parabelschar auf ganz neuartige Weise eine
Kurve erzeugt wird: Alle Parabeln der Schar liegen oberhalb
einer ,,Hullkurve”, die die gegebene Kurvenschar von unten her
»einhillt”. Diese Kurve ist ebenfalls von parabelformiger Gestalt
und geht durch den Ursprung (Abb. 1).

MM kAl pFFEDS Fig

Abb. 1

(Der Zeichenbereich geht von -4 bis 4 in x- und von -1 bis 6 in
y-Richtung. Wichtig: Die x-Auflosung ist 10, um den Plot
schnell zu bekommen.)

In einer ersten Ergebnisprasentation zeichnen wir auf einer
Folie, die passend auf dem Display-Fenster liegt, die entdeckte
Hullkurve mit einem roten Folienstift nach. (Eventuell kann der
Lehrer eine noch ,schonere” Schar mit t € {-3,4; .. ;3,4} und
At = 0,2 vorbereiten, als PIC-Variable speichern und schnell
im Unterricht projizieren.)

TI-Nachrichten 19
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Wir Ioschen die Kurvenschar und lassen noch einmal einige
Scharparabeln in diese gezeichnete Hullkurve , hineinregnen”
(Abb. 2).

[?;Eﬁmﬁﬁ%ce F:et-':;phf?ﬁ; ormle ] ]
% / .

/ /
/

Abb. 2

Diese Darstellung fihrt auf eine erste Charakterisierung
der Hullkurve:

Jede Scharparabel berihrt die Hillkurve in genau einem Punkt.
Die Schulerinnen und Schler stellen nun selber die Frage nach
der Gleichung der Hiillkurve. Die gesuchte Hillkurve ist ver-
mutlich eine Parabel mit der Gleichung h(x) = k - x* (K€R).
In der sich anchlieRenden Partnerarbeitsphase sollen sie durch
experimentelle Untersuchungen zur Hullkurvengleichung
gelangen. Wie sie experimentieren bleibt ihnen Uberlassen.
Erste graphische Experimente konnen bereits zur Vermutung

k:% fihren (Abb. 3).

] [ [ ] TEw -
Zoon|Trace et aphltath|orau| ¢ |

N/
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Abb. 3

Die Gleichungen der hier dargestellten Graphen lauten (von
unten nach oben):

hy(x) = 0,15x%,hy(x) = 0,2x%,h3(x) = 0,3x* und  hy(x) = %xz.

Die Schilerinnen und Schuler konnen aber auch von Anfang an
CAS-Experimente durchflihren und beispielsweise Schritt flr
Schritt die Losungen der Gleichungen

f(x)=0.3-x2,(x) = 0.4- X2, f(x) = 0.5:52,.., ft(x)=%.x2

untersuchen. Die erste Charakterisierung der Hullkurve zeigte
uns ja:

Diejenige Parabel ist die gesuchte Hiillkurve, bei der es genau
eine ,,Schnittstelle” gibt!

Die Protokolle der CAS-Experimente belegen (Abb. 4), dass der
Rechner fur die erste der oben angegebenen Gleichungen
keine und fur die beiden nachsten Gleichungen jeweils zwei
verschiedene Losungen angibt.

20 TI-Nachrichten
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Nur die Gleichung ft(x) = % x? liefert fur jedes t € R genau eine

Losung: x = x(t) = %t.

[ aebralc ot oter Frontolc1ean ug| |
ls-:-lue[[x—t]2+ 512 = .3-}:2,:{]
w[Fox—20-)= -15-£2
lsnlue[[x—t)2+ L5bE = .4-xz,x]
([T +10)-t -[[T8 - 18) t
* =T L] -3 =T

lsnlue[[x—t)2+ L5tE = .5-x2,x]
=3t or x=t

lsolue[[x—t)2+ 512 = 1a’3-:x:2,:x:]
3t

nET=

z
solve Cix—t 32+ 5t°2=13x"2 . x)
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Abb. 4

Diese Ergebnisse sind nun sorgfaltig zu interpretieren. Insbe-
sondere muss herausgearbeitet werden, dass es sich bei

X= gt tatsachlich um eine Bertihrstelle handelt:
Wirde eine Scharparabel die Parabel mit der Gleichung

h(x) = % -x? an dieser Stelle schneiden, so gabe es aufgrund der
geringeren Offnungsweite der Scharparabeln noch eine
zweite , Schnittstelle”! Jede Scharparabel mit dem Parameter t

berdihrt also den Graphen von h an genau einer Stelle, namlich

3
bei x=_-t.
ei x=2
Beispielsweise gehort zum Parameter t = 1 die Berlhrstelle
3
=— (Abb. b).
X 2( )
P
|
h
1.5
il kAl HETE Fimi Abb. 5

Damit haben wir nachgewiesen, dass h(x) = 1 x? die gesuchte
Hullkurvengleichung ist. Einige Schilerinnen und Schuler wer-
den sofort die Lésung der Gleichung f,(x) = k- x* untersuchen.
Der Befehl ,,solve((x-t)* + 0.5t° = k-x*,x)" liefert hier:

A, (-

= 2(k—1) oder x= 26-1)
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Offenbar gibt es genau dann nur eine Losung, wenn der Radi-
kand Null wird. Dies ist aber gerade fur k=% der Fall: Als einzige
Losung erhalten wir wieder x = gt. Die Gleichung x = %t lasst
sich offenbar eindeutig nach t auflésen: t= %x . Damit haben

haben wir fur die Hullkurve eine zweite Charakterisierung
gefunden: Jede Stelle x der Hdillkurve ist auch Bertihrstelle fir
genau eine Scharparabel.

Beispielsweise wird die Hullkurve an der Stelle x = 1,5 von der
Parabel mit dem Parameter t = 1 (Abb. 5) und an der Stelle
x = 3 von der Parabel mit dem Parameter t = 2 berthrt (Abb. 6).

FEv |_FF T
= {—E |2umITricekeﬁra il

N Ak EERiT Fing

Abb. 6

Diese zweite Beruhreigenschaft der Hullkurve eroffnet
uns auch einen weiteren Zugang zur Gleichung der Hull-
kurve: Unter den ,Kandidaten” h(x) = k - x* fir die Hullkur-
vengleichung ware diejenige Gleichung die Richtige, bei der
.solve((x-t)* + 0.5t* = k-x’,1)" genau eine Losung fir t liefert.
Wir wahlen zunachst spezielle Werte fur k und fuhren die
folgenden CAS-Experimente durch:

(1) solve((x - t)2 +0.51% = 0.5x2,t)
(2) solve((x - 't)2 +0.5t° = O.2x2,t)
1
3) sol — 1) + 0.5 = —x2,t|.
()sove[(x )+ 3
Bei (1) erhalten wir (fir x # 0) zwei Losungen:
t:% oder t = x. Beispielsweise liefert x = 3 die Parameter-

werte t = 1 oder t = 3 (Abb. 7).

Bei (2) findet der Rechner keine Losung: Fur alle x # 0 liegt der
Graph von y = 0,2x*unterhalb der Kurvenschar (Abb. 8).

N Ak EERiT Fing

Abb. 7

Hartmut Mdller-Sommer
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Abb. 8

SchlieBlich ergibt sich bei (3) die bekannte Losung t= %x.

Auch hier wirde die allgemeine Untersuchung der Gleichung
fi(x) = k - x> zum Ziel fiihren: Der Befehl ,solve((x-t)* + 0.5t" =
k - X%t liefert

(v2(3k-1) +2Jx o o ~{y2(3k=1) - 2)x

t=
3 3

Genau eine Losung gibt es offensichtlich nur fur k:% . Als
- . L 2
einzige Losung erhalten wir wieder t= §X'

Fur die Schilerinnen und Schiler ist die beschriebene Vorge-
hensweise zwar einsichtig, sie fragen sich aber an dieser
Stelle, ob es nicht eine ,,schnellere” Methode gibt, die auch
dann ,funktioniert”, wenn der Funktionsterm der Hullkurve
komplizierter ist. Wir fragen uns also:

Wie groR muss an der Stelle x der Funktionswert y der
Hillfunktion sein, damit der Befehl ,solve((x-t)*+ 0.5t = y,t“ nur
genau einen Wert fir t liefert ?

Die Ausflihrung ergibt:

—VLZ(XZ _ 3y) > oder t=

t= 3 3

Wir erkennen, dass offenbar genau dann nur eine Losung fir t
existiert, wenn der Term unter der Wurzel Null wird:

1
2 _ _ 2
—2(x —Sy)—O(:) y= 3x .
.. L 2
Fir t ergibt sich dann der bekannte Wert t= §X'

Diese neue Methode liefert also mit einem Tastendruck (und
einer kleinen Umformung) die vollstandige Hullkurvengleichung!
Zur Uberpriifung und Bestatigung bieten sich zwei weitere
Aufgaben an:

1. Bestimme die Hiillkurve zu f(x)=t-x -t +1.

2

2. Fur welchen Wert von k wird h(x) = %x Hullkurve zu

f(x) = (x= 0 +k- 222
Zusammenfassung und Ausblick
Wir haben erkannt, dass CAS-Experimente von der Kurven-

schar zur Hullkurve und umgekehrt auch von der Hullkurve zur
Kurvenschar fihren konnen. Ist der Term f(x) der Kurvenschar

TI-Nachrichten 21
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bei festem x eine quadratische Funktion von t, so sind
offensichtlich die Methoden der Differenzialrechnung nicht
erforderlich.

Hdllkurven sind ,Verdichtungslinien” einer Kurvenschar, und
in gewisser Weise bildet der vorgestellte Unterrichtsgang
flr die Schulerinnen und Schiler auch eine ,Verdichtung”
des Themas ,Quadratische Gleichungen”. Dabei erhalt der
Begriff der ,Diskriminante” eine anschauliche Bedeutung.
Bei der Lerngruppe muss selbstverstandlich ein sicherer
Umgang mit quadratischen Gleichungen vorausgesetzt
werden.

Im Unterricht der Sekundarstufe Il eroffnet die Thematik ,,Hull-
kurven” in Verbindung mit dem Einsatz des Rechners sinnstif-
tende Querverbindungen zwischen den Teilgebieten Analysis
und Geometrie. Die Wiederholung der hier vorgestellten Unter-

Konfidenzintervalle einfach berechnet (Teil 2)

Im Heft 1/2001 der TI-Nachrichten, im ersten Teil dieses
Artikels, wurde gezeigt, wie man mit dem TI-83 und dem
TI-89/T1-92Plus Konfidenzintervalle berechnen kann.

Das neue Softwarepaket Tl-Interactive 1.1 gibt uns ebenfalls
die Moglichkeit schlieRende Statistik auf anspruchsvollem
Niveau, aber ohne komplizierte Berechnungen zu betreiben und
ist besonders fur Notebookklassen sehr geeignet. Die Form der
Eingabe und die Berechnung ist, wie bei allen Produkten von
Tl sehr ahnlich, leicht zu lernen und macht es maoglich,
plattformunabhangig zu arbeiten.

Fur das Konfidenzintervall gilt die Formel: (Z-Intervall)

_ o _ c

PX-z-—=<u<x+z-—)=c
\/; .\,‘E

Man berechnet zunachst aus einer Stichprobe vom Umfang
n den Mittelwert X dieser Stichprobe. Um diesen berechneten
Mittelwert gibt man dann ein Intervall an, in dem der gesuchte
Mittelwert w der Grundgesamtheit mit der Wahrscheinlichkeit
c liegt.

Beispiel:

Eine Firma fulllt Krauter fir Tee ab. Eine Zufallsstichprobe von
n = 100 Packungen ergibt die in der Tabelle ersichtliche Anzahl
der Packungen mit einer bestimmten Abflllmenge. Die Daten
liegen in Klassen eingeteilt vor (s. Tabelle).

Menge 65 67 69 71 73 75 77

Anzahl 1 9 26 32 20 10 2

In welchem Intervall liegt die mittlere Abfillmenge von 95%
aller abgeflllten Packungen?
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suchungen sollte spater in die Erarbeitung der neuen Methoden
integriert werden: Die Schilerinnen und Schuler konnen
dann die Grenzen des alten Verfahrens und die Moglichkeiten
der Differenzialrechnung erkennen (vgl. [1]).

Literatur:

[1] Kroll, W.: Grund- und Leistungskurs Analysis, Bd. 1. Bonn:
Dimmler 1988

Autor:

Hartmut Muller-Sommer
Kringelkamp 28, D-49377 Vechta
Mueller-Sommer@t-online.de

Friedrich Tinhof

Mit Tl-Interactive konnen wir ein Arbeitsblatt erstellen, das
bei Anderung der vorgegebenen Daten interaktiv auch die
Ergebnisse anpasst. In der neuen Version 1.1 lassen sich sogar
Schieberegler einfligen. Die Dokumente lassen sich im Word-
und im HTML-Format speichern.

Im ersten Schritt geben Sie zunachst die vorliegenden Daten in
den Listeneditor ein. Klicken Sie auf g , um den Listeneditor

aufzurufen. Das Ergebnis zeigt Abb. 1.
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i
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i | B i'-\._ Lt AN _=|I_ i | 'r 1
A Abb. 1

Das Auswerten dieser Daten erfolgt, indem Sie auf E}I klicken
und One-Variable Statistics ausflihren. Liste L1 enthalt die
Klassenmitten der jeweiligen Klasse und Liste L2 enthalt die
absoluten Haufigkeiten (Frequenzliste).
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Die Berechnung erfolgt durch klicken auf Chnilnhs | Die
Resultate der Auswertung zeigt Abb. 3.

pEnl_ = S04412
= 2 A%
agees 2 TEL12T
m = L0

e =i
qi_=nh¥
med_=T1

g =75

Ao =T

T'W W TTWATTa

Car  |[Vowhenks] Caced | e |

Abb. 3

Durch Klicken auf =% \verden die Ergebnisse ins aktuel-
le Dokument (s. Abb. 10) eingefligt.
Die grafische Darstellung der Daten in einem Histogramm

erfolgt, indem Sie zunachst auf das Icon |"r klicken. Es

erscheint ein Eingabefenster fir
Funktionen.
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Geben Sie im Registerblatt Stat Plots die Bezeichnung der
Listen L1 und L2 ein. Klicken Sie nun auf | " um die

genaueren Grafikeinstellungen vorzunehmen.

Friedrich Tinhof
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Klicken Sie auf um die Einstellungen im Vorschau-
fester zu Uberprifen und auf % um die aktuelle Grafik in

das aktuelle Dokument zu libernehmen.

[ g fmh fomw soddr He

WESEARELHER T

%W D LA

D R OO G
-

diff =

]
il Iil -

D o oEEm S oM mom

i[i=
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Im zweiten Schritt wird das Konfidenzintervall berechnet. Die
fur die Berechnung der Intervalle benotigten Befehle erhalt man
entweder aus dem Befehlskatalog oder man verwendet die

Eingabemaske fur Statistik zur Berechnung, die man mit m

erhalt. Die Befehle von Tl-Interactive und die verschiedenen
Eingabemasken stimmen mit den CAS-Befehlen und den Ein-
gabemasken des TI-92 Plus/TI-89 und des TI-83 Plus weitest-
gehend uberein.

Wir berechnen zunachst das Z-Intervall.

Da Sie mit konkreten Daten arbeiten, aktivieren Sie den Menu-
punkt Data.

Bei Verwendung des Z-Intervalls wird angenommen, dass die
Standardabweichung s der Grundgesamtheit bekannt ist. Sollte
o nicht gegeben sein, wird fur o der erwartungsgetreue Schatz-
wert s, 1 = s, = 2.46353 eingesetzt.
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Das Registerblatt Calculation Results (Abb. 8) zeigt dann die
Ergebnisse.
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Abb. 8

Ergebnis:

Das berechnete Konfidenzintervall [70.499 ; 71.461] enthalt mit

Das fertige Arbeitsblatt konnte das folgende Aussehen haben:

einer Wahrscheinlichkeit von ¢ = 95% den Erwartungswert der
Grundgesamtheit, dh. die mittlere Abfullmenge aller abgefull-
ten Packungen.

Im zweiten Schritt (alternativ) wird das T-Intervall berechnet.
Aktivieren Sie wieder den Menulpunkt Data. Bei Verwendung
des T-Intervalls ist es nicht notwendig einen Wert fur die Stan-
dardabweichung anzugeben.
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Abb. 9

Ergebnis:

Mit einer Wahrscheinlichkeit von ¢ = 95% enthélt das berech-
nete Konfidenzintervall [70.493 ; 71.467] die mittlere Abfull-
menge aller abgeflllten Packungen.

Das Arbeiten mit Tl-Interactive ist fur Anwender von TI-Rech-
nern sehr einfach und schnell zu erlernen. Schon nach kurzer
Einarbeitungszeit lassen sich hervorragende Arbeitsblatter
erstellen. Besonders beeindruckend sind die grafischen Dar-
stellungen.

Literatur:

Schneider u.a.;
Mathematik Bd4 fiir HAK
und WB; TRAUNER Verlag

http://www.trauner.at

Autor:

Friedrich Tinhof;
BHAK Eisenstadt;
tinhof@utanet.at

http://tinhof.freeyellow.com
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Eine Klassenarbeit Klasse 9
— Beispiel fur CAS-Einsatz

Zu den besonderen Zielsetzungen im Rahmen des
Berliner CAS-Projekts (TI-92-Plus) fur die neunten
Klassen von fuinf Schulen gehoren Klassenarbeiten mit Einsatz
des Taschencomputers. Die folgenden Arbeit entstand als
Entwurfshilfe fur die eigenen Klassenarbeiten der am Projekt
beteiligten Kolleglnnen zum Thema ,Lineare Gleichungs-
systeme”. Die Aufgaben sind ,,im Ublichen Stil” formuliert und
erfordern teilweise CAS-Einsatz.

Kennzeichen: Aufgaben mit CAS-Einsatz (TI-92-Plus) und
Aufgaben ohne CAS.

Motto/Ziele: Weniger (stumpfsinnig) rechnen/zeichnen -
mehr verstehen

Aufgabe 1

1.1 In Abbildung 1 sind drei Geraden zu sehen. Rekonstruiere
die Abbildung mit deinem CAS und dokumentiere den
Arbeitsweg.

Fev FE+™ | _FE™ [F7 B
2-:--:“'1 Tr*ai:e Regr‘aph Mat.h|Draw|- F;?

MAIM KAl AFFROX FUHC

Abb.1: Drei Geraden

(Hinweis: Zeige das Zeichenergebnis deiner Arbeit bitte
deinem Lehrer!)

1.2 Was hat Abbildung 1 mit dem Thema ,L&sung linearer
Gleichungssysteme” zu tun?

Aufgabe 2

2.1 Du siehst drei Gleichungssysteme. Das erste LGS hat die
Losungsmenge {(3, 1)}. Alle LGS haben eine gemeinsame
Eigenschaft, die es zu entdecken gilt. Benutze dazu Dein

CAS.

a) 2x-3y=3 bx + 2y =17
b) -2a + 5b =-1 3a- b =8
c) -2x + by = -1 Ax + 2y = 14

2.2 Wie konntest du den Schilern deiner Parallelklasse ver-
standlich machen, dass so etwas durchaus maoglich ist?
Benutze eine algebraische Erklarung.

Aufgabe 3

Erlautere, dass die Bearbeitung der folgenden Problemstellung
zu dem angegebenen LGS fuhrt und 16se dieses mit der Matri-
zenmethode.

Eberhard Lehmann

Frau Meier erbt von ihren Eltern das Guthaben von 5220 Euro
zweier Bankeinlagen. Die Eltern hatten seinerzeit insgesamt
5000 Euro. Der Vater hatte seinen Betrag zu einem Zinssatz von
4% angelegt, die Mutter hatte eine Bank mit 4.5% Zinsen
gefunden.

Wieviel Euro haben Mutter und Vater jeweils angelegt?

Das LGS:

(1) x+y=5000, (2) 0.045x + 0.04y = 220
Aufgabe 4

Lose das LGS von Aufgabe 2.1.a von Hand — nach einem von
dir gewahlten Verfahren.

(1) 2x-3y=3 (2) bx+2y=17.

Wie konnte man die Losungen mit Hilfe des CAS uberprufen —
ohne das LGS mit einem Verfahren ausrechnen zu lassen?

Losungen und Kommentare fiir den Lehrer (Arbeit
insgesamt ca. 70)

Zu Aufgabe 1 (1.1 ca. 15, 1.2 ca. ).

1.1 Um zur Rekonstruktion der Zeichnung zu kommen, muss
der Schiler den Zusammenhang zwischen Funktionsglei-
chung und Graph (hier: lineare Funktionen und Geraden)
verstanden haben. Er liest m und n oder 2 Punkte aus dem
Graphen ab, erhalt die Funktionsgleichung und zeichnet
erneut. Dabei muss er noch die FenstergroRe und den
Mafstab beachten.

Anspruch: leicht bis mittel

1.2 Schnittpunktberechnungen von Geraden fiihren zu LGS.
Beispiel nennen.
Anspruch: leicht bis mittel

Zu Aufgabe 2 (2.1 ca. 5", 2.2 ca. 15)
2.1 Mit dem TI bestatigen, dass uberall (3, 1) die Losung ist.
Anspruch: leicht.

Fiv FEx |_FE™ |F7 EJ
- E 200 Tr*aceTRegr‘aphTMath Q=i |- F;?

[

MAIM KAl AFFROX FUHC

2.2 Algebraisch: Es gibt viele Gleichungen mit 2 Variablen, die
als Losung (3, 1) haben. Losungspaar einsetzen. Ein Bei-
spiel fir die Konstruktion einer weiteren Gleichung zeigen.
[Geometrisch: Bei der Deutung der Losungsmenge eines
LGS als Geradenschnittpunkt ist sofort einsichtig, dass
es viele Geraden durch einen Punkt (hier (3, 1)) gibt.
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Moglicherweise zeichnet ein Schiler: Dann mussen alle Glei-
chungen nach y aufgelost, eingegeben und gezeichnet werden.
Alles mit dem Tl moglich, siehe u.a. Abb. 2. ]

Insgesamt hoher Anspruch.

Zu Aufgabe 3 (ca. 5" + 10)

|71E |F| 1 gFéEr*aTEF;chD{ﬁ;PTPPngm I I:ITI: 1 E-arEE a—Z... ]

_ F[[l 1 SEIEIEI'] [1. o 4|:u:u:|.]
TR .o4s o4 2za @. 1 1@0a.
pBref<[l1.1. 500011045, .04, 220..

MAIM KAl AUTO FUHC 130

Mutter zahlte 4000 Euro, Vater 1000 Euro ein.

Erlauterung: x ist Einzahlung der Mutter und y Einzahlung des
Vaters, usw.

Mittlerer Anspruch, Bearbeitung mit rref leicht, Lésung inter-
pretieren schwerer, ebenso die Erlduterung

Eberhard Lehmann

Zu Aufgabe 4 (ca. 157)

Handlosung nach einem Verfahren.

Uberpriifung: z. B. 2*3 - 3*1 und 5*3 + 7*1 ausrechnen, oder
2x - 3y = 3 — gleil(x,y) sowie bx + 2y = 17 — glei2(x,y) und
dann glei1(3, 1) sowie glei2(3, 1) eingeben, was jeweils ,true”
ergibt. Oder ...

Mittlerer Anspruch, Teil 1 priift die Rechenfertigkeiten an einem
einfachen Beispiel, Teil 2 geht mehr auf die Verstandnisebene,
insbesondere wenn mehrere Verfahren angeboten werden.

Der Autor:

Eberhard Lehmann
mirza@berlin.snafu.de

CBR: Was nicht in den Handbtichern steht (Teil 2)

Storungen bei der berechneten Geschwindigkeit und Beschleunigung

i i

B

(_Jl_J 1. Einleitung

Das CBR (Computer Based Ranger) misst nicht nur die Entfer-
nung in vorgegebenen Zeitintervallen, sondern berechnet aus
diesen Werten sowohl die Geschwindigkeit als auch die
Beschleunigung. Die Ergebnisse dieser Berechnungen sind
manchmal enttauschend. Die grafische Darstellung der
Geschwindigkeit und noch viel mehr der Beschleunigung sind
haufig sehr stark verrauscht. Dies beobachtet man sogar bei
den sehr gleichformigen Bewegungen eines ruhig schwingen-
den Pendels von 1,7 m Lange, die in der Abb. 1 bis Abb. 3
gezeigt werden.

Fzr FEw Fa* |F7 B
- E L0 Tr‘aceTRegr‘aphTr’Iath Oz |+ f

Abb. 1
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Fev FE¥ | FG™ |[F7 B
ZDDN Tr*ai:e- Regr*aph Mat b Dz |+ F;? ii

FMAId FAD AUTO FUMC Abb. 2
Fzr FEr Far 4 B
Zn:u:um Tr*aceTRegr‘aphTHath Elr*awTr st‘ !

HAIN AR AUTO FUME Abb. 3

Weg, Geschwindigkeit und Beschleunigung eines pendelnden
Balles, mit eingezeichneter sinusférmiger Ausgleichsfunktion
(Mittelwert)
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Abb.1 zeigt die gemessene Auslenkung eines schwingenden
Balles, der bifilar an der Decke aufgehangt ist. Es handelt
sich um eine Pendelschwingung mit einer Amplitude von
sp = 5,56 cm und der Schwingungsdauer von Tp =2,6s.Inden
Abbildungen sind ebenfalls die sinusformigen Regressions-
funktionen zu den Daten als Abschatzung der ungestorten
GroRen (genannt Mittelwert) eingezeichnet. Wahrend bei der
Auslenkung (Abb.1) keine Abweichungen vom Mittelwert zu
erkennen sind, sieht man bereits bei der Darstellung der
Geschwindigkeit in Abb.2 deutlich Gberlagerte Storungen. Bei
der Berechnung der Beschleunigung aus diesen Geschwindig-
keitsdaten sind die Schwankungen bereits grofder als die Mess-
groRRe selbst. Offensichtlich wird in diesem Fall durch Bildung
des Differenzenquotienten aus den Abstandswerten flir die
Berechnung der Geschwindigkeit oder aus den Werten der
Geschwindigkeit fur die Berechnung der Beschleunigung die
Storung der ursprunglichen Werte erheblich vergroRert.

Das ,Verrauschen” der berechneten Geschwindigkeit und
Beschleunigung tritt keineswegs bei allen Messungen mit dem
CBR ein. Es ist durchaus moglich, dass alle Darstellungen so
glatt aussehen wie Abb. 1. Es ist aber auch moglich, dass
bereits die Geschwindigkeit einen Verlauf wie Abb. 3 hat und
dass aus der Darstellung der Beschleunigung keine Informatio-
nen gewonnen werden konnen.

Warum das so ist, erkennt man, wenn man die Fehlerfortpflan-
zung bei der Berechnung des Differenzenquotienten aus den
Abstands-, bzw. Geschwindigkeitsdaten betrachtet. Aus den
Ergebnissen dieser Untersuchungen konnen dann die Parame-
ter der Messung so optimiert werden, dass die Fehler nicht
mehr auftreten oder mindestens minimiert werden.

2. Analyse der Messdaten

Die beobachteten Pendelschwingungen konnen durch sinus-
formige Funktionen beschrieben werden. Der TI-92+ bietet die
Moglichkeiten, zu Messdaten sinusformige Ausgleichsfunktio-
nen berechnen zu lassen. Die Ergebnisse sind als Funktionen
y1, y2 und y3 gespeichert und in den Abb. 1 bis 3 eingezeich-
net worden. Aus der Differenz von Messdaten und Aus-
gleichsfunktion kann dann fur die einzelnen Grofzen die Abwei-
chung von der ungestorten Bewegung bestimmt werden. Dies
ist in der Tabelle durchgefuhrt worden, die in Abb. 4 und 5 zu
sehen ist.

* 1_Fr
| |F'1-:-t SE"LL-IPTCE'I ITHeader*TCaln:TUti 1 Stat,]
DATA [Fait smicli|s—=sm

i:-2 c3 4 C-5

1 JEES .03 |.803 | -l.e-d4f-.10Z

2 N Er N =T - R oo

3 129 .79 |LF9F | 4L e-d -LRES

4 161 |LF94 |LV9d4 | -3. D] CLAFF

] 194 1,791 ].791 2. ETd] -L OIS

[ 226 |.789 |.7E9 | -4, e-d4|-. 082

T 258 |.787  |.rer7 | -3.e-5 - 047

cl=11

MAIN EAD AUTO FUNC Abb. 4
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viﬂ |F‘1-3t,raSetupTEFe31 lTHeFaHder‘ Cgsl GTU;,Ei lTSEat]

OATA fumCcl dfu—um |3 antcli|a—am
hc? o= 3 cli

1 - 102 (3.2 -S|0. 00 | 196 - 196

2 S E9E [-ooEd (L1350 |L21d - 179

3 -LEgs [Lo0E ].FEE L2331 ==

4 araa=) i ok ) —L 260 . 247 ~ . &

] LI [-apes (L0135 |.261 ~L 126

& - Eed [Lopz (L0923 |L2VE |.E49

T -LOSS (L0028 |0.000 ). 284 - 284

ch=uy2icld

HMAIN EAD AUTO FUMC Abb. 5

Tabelle zur Isolierung der Storungen von s, v, a.

Dort sind in Spalte ¢1 und c2 die Zeit und der Weg eingetragen
in Spalte ¢c3 wird der Wert der Ausgleichsfunktion y1(c1)
berechnet und in Spalte ¢4 dann die Differenz zwischen
Messwert und Ausgleichsfunktion c2 - y1(c1) berechnet. Diese
Storungen in Spalte ¢4 konnen dann statistisch untersucht
werden, was flir den Abstand in Abb. 6 zu sehen ist.

T L F=__|_ 4 FE_ | FE¥
> =[Pl ! smTTl.lnns ! T il Stat
I =7.065217e-15 &
1 : L %xz 1 gaség -
. }:: = E
2 | = =2,190471e-4 R
3 “ O pShat =92, i
E) ~. mlnH =-4, 345045 -4 RIS
o - =-1.430EL7E -4 75
I -_|3| medStatv “2. TEHETSE -5 =
[ Ol CEnter=0K_ 2 Eod
Bricli="
HMAId RHD AUTO FUMC Abb 6

Statistische Untersuchung der Storungen der Ab-
standsmessungen.

Die ermittelte Standardabweichung Sx kann dann als mittlere
absolute Storung interpretiert werden. Ebenso wird in der
Tabelle mit der Geschwindigkeit (cb) und der Beschleunigung
(c8) verfahren. Die Ergebnisse findet man in ¢7 und c10.

Der Wert der absoluten Storung sagt noch nicht allzu viel
Uber die Qualitdt der Messung aus. Wichtiger ist es, die
relative Storung zu bestimmen, als Quotient aus der mittleren
absoluten Stérung und einem Mittelwert der gemessenen
Grof3e. In der folgenden Tabelle sind die absoluten Fehler
eingetragen, ebenso wie die Mittelwerte der GroRen Abstand,
Geschwindigkeit und Beschleunigung.

Standardabw. | Mittlere Mittlerer
Amplitude rel. Fehler
s 2,2-10"m 0,04 m 0,6 %
v 0,05 /s 0,09 s 6 %
a 0,41 /s 0,56 "/s 85 %
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Daraus ist dann die relative mittlere Schwankung gegenuber
dem Mittelwert berechnet worden. Dieser Wert zeigt nun
quantitativ, was bereits aus Abb. 1 bis Abb. 3 ersichtlich ist.
Die Fehler wachsen in dem angefuhrten Beispiel bei der
Berechnung des Differenzenquotienten jeweils naherungs-
weise um den Faktor 12 an. Eine Erklarung flr diesen Anstieg
liefert die Untersuchung der Fehlerfortpflanzung bei der
Berechnung der Geschwindigkeit und Beschleunigung im
nachsten Abschnitt.

3. Die Berechnung der Geschwindigkeit und der Beschleu-
nigung durch das CBR

Im Programm ranger(), mit dem sich die Messparameter des
CBR von einem grafischen Taschenrechner einstellen lassen,
konnen Messzeiten T von 1s bis 99s gewahlt werden. In der
Zeit T werden dann stets 94 Abstandsmessungen durchgefuhrt
und in der Liste L2 auf dem TI-92+ gespeichert. Die zugehori-
gen Zeitintervalle befinden sich in der Liste L1. (L1,/L2,) gibt die

Abstandsmessung zum Zeitpunkt t:L1n:%n an. Im CBR

wird, solange nicht Realtime - grafische Darstellung der
Abstande wahrend der Messung — eingestellt ist, aus den
gemessenen Abstanden die Geschwindigkeit nach der folgen-
den Formel [1] berechnet und in L3 gespeichert:

L2 +L2, L2, +L2,

2 2
L3, =
" L1n+1 - L1n

mitn = 1,...94 (1)

Dieser Term lasst sich vereinfachen zu:

— L2n+1 — L2n—1

A mit At=Lo, - L1, 2)

L3,
Um nun die Entstehung der gezeigten Storungen zu verstehen,
ersetzen wir den gemessenen Abstandswert L2, durch die
Summe aus dem korrekten, storungsfreien Abstandswert s,
und einem individuellen Fehler 8s,,. Werden die Fehler s, durch
einen Mittelwert 3s abgeschatzt, so wird aus (2)

(Spyq £ 88)— (s,,_1 £ 3s)

L3, = 3
n AL (3)
zwil,ss =V, il-és
2At At At
Analog ergibt sich fur die Beschleunigung:
1 1
L4, =a,t—-dv=a,t— 3s (4)

At At?

Es ist aus (3) und (4) zu ersehen, dass sich der absolute Fehler
bei der Berechnung der Geschwindigkeit und der Beschleuni-
gung jeweils um den Faktor '/at = */r vergroRert. Je kiirzer
die Abfragerate ist, desto groRer wird der Fehler bei den
berechneten GrofRen.

Den Einfluss dieses Fehlers sieht man erst, wenn der
relative Fehler betrachtet wird. Bei einer Pendelschwingung

.2 L . .
s=sosm_|_fnt wie in Abb.1 ist der Betrag der mittleren
p
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Auslenkung §:gso. Die entsprechenden Betrage der Ge-
T

schwindigkeit und der Beschleunigung sind dann

2
_2n 2 4 _ (215] 2 8n
V=" -—:sg=—-5y und a= T | pS0= S0

Tp b Tp b

Daraus ergeben sich Formeln fir die relativen Fehler:

9 _ T 55-0,6%

s 2sp

T
5%’ =—P . 85=8% (5)
\Y 4SOAt
Tz

6—3: P 585 =100%

a 8nSoAt

Bei Einsetzen der Parameter fir die Pendelschwingung zeigt
sich eine gute Ubereinstimmung mit den Auswertungen der
Messungen in der Tabelle. Die Formeln von (5) erlauben nun
auch Aussagen, wie die Messparameter verandert werden
mussen, um Storungen der berechneten Geschwindigkeit und
Beschleunigung so gering wie moglich zu halten.

Wenn die Oberflaiche des beobachteten Korpers glatt
und schallhart ist, dann ist im Allgemeinen 8s = 2...5 - 10" m.
Bei einem mit Filz beschichteten Tennisball ist der Wert ca.
zehnmal so grof3.

T, und sg sind GroRen, die von dem physikalischen Experiment
abhangen. Je langsamer die Bewegung ist (groRe Schwin-
gungsdauer T, und kleine Amplitude sy) desto groRer ist
bereits der relative Fehler der Abstandsmessung und desto
starker wirken sich die Fehler auf die berechneten GréRen aus.
Einen entscheidenden Einfluss hat auch die Abfragerate At, die
im CBR eingestellt wird. Bereits eine Verdopplung der Messzeit
reduziert die Storungen auf ein Viertel. Dies zeigt der Vergleich
von Abb. 3 und Abb. 7, bei der die Messzeit von 3s auf 6s
erhoht worden ist.

1 s 4 FEw [ F&™ [Fr
- E Falaluly] Tr*aceTRegr*aphTMath Dr*awTFv
ACHASE)

N
L BN

uciS.01ls

To52
USE £3t4 O TYFE + [ESCISCAMCEL Abb. 7

Beschleunigung des pendelnden Balls. Messzeit. 6s

4. Zusammenfassung

Wenn die bei Messungen mit dem CBR berechnete Geschwin-
digkeit und Beschleunigung von Storungen Uberlagert sind,
dann liegt das im Allgemeinen nicht an dem Gerat, sondern
an den Versuchsbedingungen und/oder an der Art der
Beobachtung.

Eine Bewegung, die mit einem Ultraschallabstandsmesser
beobachtet werden soll, darf nicht zu langsam sein. Verandert
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sich von Messung zu Messung der Abstand zum CBR nur
um wenige mm, dann wirkt sich die nicht zu beeinflussende
Ungenauigkeit s erheblich aus. Wenn sich der Versuch nicht
entsprechend modifizieren lasst, so kann diese \Wegdifferenz
vergroRert werden, indem die Abfragerate vergrofdert wird.
Dabei reduziert eine Verdopplung der Messzeit des CBR den
mittleren relativen Fehler der Beschleunigung auf 25%.

Die untersuchten Zusammenhange sind nicht nur flr die expe-
rimentierende Lehrkraft von Bedeutung. Die Untersuchung der
Storungen in Messdaten mit Hilfe statistischer Verfahren wie
sie im zweiten Abschnitt durchgefiihrt werden, passen durch-
aus auch in den Stochastikunterricht. Wenn die Zusammen-
hdange erst einmal aufgedeckt worden sind, wird sicherlich

Workshop zum Thema Kurven

1. Einfiihrung

Dieser Artikel beschreibt einen Workshop, in dem ich — mit
Unterstitzung von René Hugelshofer — einer Klasse angehen-
der Sekundarlehrerinnen und -lehrer gezeigt habe, wie mit
einem Rechner vom Typ TI-89/92 Funktionen und Kurven dar-
gestellt und verschiedene Probleme in diesem Zusammenhang
gelost werden. Nur wenige der Studierenden haben schon vor
ihrer Matura mit einem CAS-Rechner gearbeitet. Die hier
besprochenen Beispiele eignen sich auch gut zur Einfihrung
der Kurvendarstellung in einem T*>-Workshop.

2. Explizite Funktionen
Als Beispiel untersuchen wir die beiden Funktionen

yl(x)=4 - x% und y2(x) =

3
~2_2.
-

Wir geben sie im Homescreen und im y-Editor ein. Wie erfolgt
die grafische Darstellung? Wir Gben an diesen Funktionen das
Einstellen der Window-Koordinaten, ZOOM-Arten und TRACE.
Schlielich schneiden wir die Kurven. Das geschieht sowohl
grafisch mit Intersection als auch mit SOLVE.

Richtig interessant fur einen CAS-Rechner wird es, wenn
die Aufgabe dynamisiert wird, z.B. durch Einfihrung eines
Parameters in der ersten Funktion:

y1(x) = a-x.

Wir schneiden nun die beiden Kurven fur verschiedene
Parameterwerte von a. Wieder losen wir die Aufgabe mit
SOLVE und grafisch.

Die Losung mit einem allgemeinen Parameter a zeigt den
Vorteil des CAS-Rechners.

Die Eingabe
solve(y1(x) = y2(x),x)
liefert das umfangreiche Resultat

Karl-Heinz Keunecke

auch nach Erklarungen gefragt. Das ware dann die Moglich-
keit, auch im Unterricht die Fehlerfortpflanzung aus dem
3. Abschnitt zu untersuchen.

Literatur:

[1] EinfUhrung in die Verwendung des CBR, Texas Instruments,
1997

Autor:

Dr. Karl-Heinz Keunecke
Gorch Fock Str. 2, D-24159 Kiel
kh.keunecke@t-online.de

Johanna Schonenberger-Deuel

—(v4a+15 +1
X = Qandv4a+15+1s—3

2

or x = Lf)qand\/4a+15—123

or x = Mandx/4a+3 +1<3

2

—(v4a+3-1)

5 andvda+3-1>-3.

orx =
Wie kommt dieses Resultat zustande? Wir miissen unweiger-
lich die moglichen Falle untersuchen, die wegen der Absolut-
funktion entstehen. Dabei wird deutlich, dass algorithmisch
erzeugte Losungen nicht immer in vereinfachter Form wieder-
gegeben werden.

Fir das Aufzeichnen der Kurven bei verschiedenen Werten von
a fuhren wir zum ersten Mal Listen ein.

3. Implizite Darstellung

Als implizit gegebene Funktion untersuchen wir die Kurve mit
der Gleichung

2 2
‘X‘E + Mg =1

Dieses Beispiel zeigt instruktiv, wie Symmetrieeigenschaften
mathematisch beschrieben werden konnen. Die Kurve ist
symmetrisch bezliglich y = 0, x = 0, y = x. Wegen diesen
Symmetrien muissen wir nur einen Teil der Kurve untersuchen
und zeichnen. Wir kdnnen weiter Uberlegen, dass die Kurve bei
y = X (X, y > 0) senkrecht auf der Symmetrieachse y = x stehen
muss (dies konnen wir auch mit der ersten Ableitung zeigen).
Wir l6sen die Gleichung der Kurve nach y auf und zeichnen die
beiden Kurventeile.

Es entsteht eine sternformige Kurve (Astroide), die wir spater
als Rollkurve wieder antreffen werden.
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4. Lissajous-Figuren
Hier lernen wir mit dem PARAMETRIC-Mode zu arbeiten.

Zur EinfUhrung besprechen wir kurz die Parameterdarstellung
des Kreises und geben die Gleichungen im y-Editor ein:

R G
i E*??iL:*ﬁZ.I ]

<FLOTZ
th%=595Etg
“ytl==zin

I=| =

I=| —

i
=tECha=
MAIM

RAD AUTO FAE

Mit den ZOOM-Einstellungen ZoomFit und ZoomSqr erhalten
wir eine bildschirmflllende proportionale Darstellung des
Kreises.

Fi=| F2=r| FZ FY FEr | Far |FP=#:
Tools|Zaam|Trace|Redrarh|Math|Dr aw|Fen):-

MAIN EAD AUTO FRE

Nun anderen wir die 2. Gleichung ab: y1t=sin(2t).

Mit TRACE verfolgen wir den Verlauf der Kurve in Abhangigkeit
des Paramerters.

SchlieRlich zeichnen wir mehrere Lissajous-Figuren gleichzeitig
mit Listen. Dazu andern wir auch noch die erste Gleichung ab
und untersuchen die neue Kurve (der Scharparameter a ist die
Phasenverschiebung):

TEEEEL )

<FLOTZ
xtil=cos(t + a)| a ={EI % b
“ytl=sinz -ti

H -

xh3=

ut. 3=
=ticti=_+adla={0, n-6, T4
MAIM FAD AUTO FAR
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Es ergibt sich die Graphik

Fir| F&=| FZ F4 FEx] FAr |Fre#i
Too15|2oom|TEace|Reararh|bMath|Dr aw|Fen):-:

MAIN EAD AUTO FHE

Aufgaben

1. Warum lauft die obige Lissajous-Kurve fir a=" auf der
gleichen Kurve zurlick?

2. Untersuchen Sie die Lissajous-Figuren

xt1 = cos(t)
yt1 = sin(kt)
flir k = 1, 2, 3, 4. Was bewirkt eine Anderung des

Parameters k?
3. Experimentieren Sie mit selbstgewahlten Funktionen

(z.B.t",ln,VG). Die interessanteste Kurve wird pramiert!
t

5. Rollkurve: Kreis rollt auf Kreis (Hypozykloide)

An diesem etwas anspruchsvolleren Beispiel lernen wir, eine
Parameterdarstellung und schlieRlich die Kurve zu finden.

Aufgabe
Gegeben sind zwei Kreise mit den Radien R und r = %

Der kleine Kreis rollt im Innern des groRen Kreises auf dessen

Peripherie ab. Ein fester Punkt P auf dem kleinen Kreis

beschreibt dabei eine Kurve. Diese Kurve suchen wir.

a) Um sich ein Bild dieser Kurve machen zu konnen,
wahlen Sie einige spezielle Positionen des kleinen Kreises

(g,%,gusw, siehe Figur) und zeichnen den Punkt P an

diesen Stellen. Beachten Sie, dass die abgerollte Bogen-
lange auf beiden Kreisen gleich grof3 istl. (Wahlen Sie
als Einheit 10 cm). Uberlegen Sie sich, ob die Kurve
Symmetrien aufweist.

i gk
P [ |
l-'""'*-._l "x,__.-"' . \
| }
ol —
||"'l- 7 Il . +,:l
.-'".-_ -H'-. =
e .
."\-. i |\-_-
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b1)

b2)

c)

Beschreiben Sie nun die Rollkurve in Parameterdar-
stellung! Uberlegen Sie sich dazu, wo sich der Punkt P
des kleinen Kreises befindet, wenn der kleine Kreis auf
dem grofden Kreis die Strecke s durchlaufen hat.

—

Stellen Sie den Ortsvektor OP als Summe von W und
MP mit Hilfe von o und r dar (8 kann durch « ersetzt wer-
den!). Vereinfachen Sie die erhaltene Darstellung mit dem
Taschencomputer und zeichnen Sie die Kurve.

Zeigen Sie, dass die gefundene Parameterdarstellung die
2 2
Gleichung ‘XE + M§ =c mit einer zu bestimmenden Kon-

stanten c erfullt (vgl. Abschnitt 3)

Nun soll der Radius r des kleinen Kreies irgendein Vielfa-
ches von R sein: r = kR. Testen Sie mit verschiedenen Wer-
ten k (auch k > 1). Warum zeichnet der Taschencomputer
fir k = 1/2 nichts?

Losungen:

b1)

b2)

Al
sin(o) sin(o. — B)

Beachten Sie, dass die Winkel immer im Bogenmal}
(radiant) gemessen werden mussen. Da fur die abgerollte
Strecke s gilt: s = R o = 4ra = B, folgt fur die Winkel:
4o = B.

Wahlen Sie als Parameter t = «, dann ist die Parameter-
darstellung der Rollkurve

i [x(t)] _R [3 cos(t) + COS(_g)J _ R[cos3(t)J .

y(t))  4\3sin(t) + sin(-3t) sin3(t)
Der letzte Schritt wurde mit dem CAS-Taschencomputer
unter Verwendung von tExpand (t steht flr trigonometric;
F2:9) vereinfacht. Diese Umformung kann also bereits
zu einem frihen Zeitpunkt im Sinne der Gerlistmethode
durchgeflihrt und spater bei der Behandlung der

Additionstheoreme als Beispiel wieder aufgegriffen
werden.

Wir klammern zunachst den Faktor R aus. Wir lassen
aulRerdem den Betrag weg, denn die 3. Wurzel aus einer
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negativen Zahl ist negativ und wird durch das Quadrieren
wieder positiv (oder umgekehrt).

2 2 2 2 2
X3 +y[3 = R13(cos®(1)3) + sin3(1)3) =
2 2

= Rg(cosz(t) +sin?(t) = R3=c

c) Die Parameterdarstellung erhalten wir wie bei b1).
OF = 0N =WiF = - °2%% . {0562~
sin(o) sin(o. — )
—RA—kj SO, kg cOS—B)
sin(ot) sin(o.— B
Der Vergleich der abgerollten Strecke s ergibt:
s=Ro = %roc =rf. Dies ergibt fiir die Winkel die Beziehung
Eoc= B. Wahlen Sie wieder t = o als Parameter.
(1-k)cos(t) + kcos((1 — l)‘c)

9 [x(t)] R K

v (1—k)sin(t)+ksin((1—%)t)
Die Funktion tExpand bringt hier keine Vereinfachung.
Zeichnen Sie die Kurve mit verschiedenen Parametern.
Da die Kurve im Allgemeinen nach einem Umgang
nicht geschlossen ist, muss der Parameterbereich in
solchen Fallen mit dem WINDOW-Editor vergroRert
werden.

6. Zusatzaufgaben

1. Berechnen Sie die Bogenlange der Rollkurve.

2. Wahlen Sie statt des Punktes P auf der Peripherie des klei-
nen Kreises den Punkt Q im Kreisinnern mit |MQ| = 0.5 r
oder auRen mit [MQ| = 2 r. Bestimmen Sie die Parameter-
darstellung fur diese Kurven und zeichnen Sie die Kurven.

3. Bestimmen Sie die Rollkurve, wenn ein Kreis auf einer
horizontalen Geraden abrollt.

a) |MP| = r (gemeine Zykloide)

b) IMP|=cr(z.B.c=0.5,2).

4. Zeichnen Sie die folgende Kurve in Polardarstellung (unter
MODE/Graph Polar einstellen): r(6)=1-cos(6)

Durch Veranderung der Window-Koordinaten konnen
Sie die Kurve zu einem echten (biologischen) Herzen
verformen! Flhren Sie eine Phasenverschiebung ein und
versuchen Sie, das Herz senkrecht zu stellen.

Suchen Sie eine Parameterdarstellung dieser Herzkurve
(Kardioide)?

5. Stellen Sie die Rollkurven mit komplexen Zahlen dar
(Polarform).

Autorin:

Dr. Johanna Schonenberger-Deuel,
Mittelwiesstrasse 74
CH-8708 Mannedorf,
deuel@math.ethz.ch
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Service auf einen Blick
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Dank der Flash-Technologie unserer Graphikrechner TI-83 Plus,
TI-83 Plus Silver Edition, TI-89 und Voyage™200 kdnnen Sie
die bestehenden Fahigkeiten der Rechner durch Herunterladen
zusatzlicher Applikationen erweitern und lhren personlichen
Wiinschen anpassen. Damit halten Sie sich alle Optionen fiir die
Zukunft offen.

Sie mdchten einen Tl-Taschencomputer
einschlieBlich Zubehdr testen?

— Kein Problem! Wir leihen lhnen Einzel-

exemplare oder Klassenséatze bis zu vier

Wochen — kostenlos und unverbindlich!

Zum Einsatz unserer Graphikrechner - S
o ——

haben wir Unterrichtsmaterialien v
. e . -
entwickelt, die Sie bei der Vermittlung * — * ey

der Lehrinhalte unterstiitzen. Uber 60 ‘. -
Titel erhaltlich! .

Graphikrechner sind fiir viele Kollegen neu und
unbekannt. Wir helfen [hnen mit Fortbildungen,
auch an Ihrer Schule! Anruf geniigt!

Tel: +49 (251) 51038-0;

E-Mail: t3info@uni-muenster.de

A i
L

T"ENROPE

Allgemeine Informationen

CSC

Nehmen Sie mit unserem Customer Support Center Kontakt auf, wenn
Sie technische Auskiinfte bendtigen oder Fragen zum Gebrauch unser-
er Rechner oder beziiglich einer Lehrerfortbildung haben. Auch zum
Ausleihen der Rechner ist das CSC die erste Adresse:

TI-CSC c/o SITEL
Woluwelaan 158
B-1831 Diegem

Tel D:  +49(6196) 975015
Tel AT:  +43 (1) 502910007
Tel CH: +41(1) 2730688

Fax D: +49 (6196) 975044
Fax AT: +43 (1) 502910034
Fax CH: +41(22) 7100036

Portables, universell einsetzbares Messwert-
erfassungssystem fiir den naturwissen-
schaftlichen Unterricht. Uber 40 zusétzli-
che Sensoren erhéltlich. Kompatibel zu allen
Tl-Graphikrechnern.

Die Verbindung zu Computer, Drucker und Internet. )
Liegt allen TI-Rechnern und Taschencomputern '

bei. Der TI-83 Plus ist auf Nachfrage auch ohne
Tl-Graph Link erhaltlich.

Projizieren Sie das Display der Lehrerversion lhres
Tl-Graphikrechners mit ViewScreen und Over-
headprojektor!

Zur Projektion des Displays der Lehrerversion

Ihres Tl-Graphikrechners mittels Beamer oder Fernseher. !

Zu den Tl-Rechnern und zu Derive werden inter-

netbasierte Echtzeit-Fortbildungen von T"-Deutschland angeboten.
Informationen tber

Fortbildung Online: www.lernnetz-sh.de/I3n/start.html,
Veranstaltungskalender: www.lernnetz-sh.de/I3n/start.html,
Mailingliste: www.lernnetz-sh.de/I3n/mailingliste.html

ti-cares@ti.com
ti-loan@ti.com
ti-nachrichten@ti.com

Auf alle Schulrechner bietet Texas Instruments 2 Jahre
Austauschgarantie. Sollte doch einmal etwas defekt sein,

rufen Sie bitte zunachst unser CSC an. Meist kann das Problem
bereits am Telefon behoben werden.

Defekte Rechner bitte dem Handler lhrer Wahl (ibergeben.

Alle Angaben ofine Gewahr. Texas Instruments behalt sich das Recht vor, Produkte, Spezifikationen, Dienstleistungen und Programme ohne vorherige Ankiindigung zu &nder.
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