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Kugelstoßen mit Luftwiderstand
Urs Oswald und Hans Rudol f Schneebe l i

1. Problemstellung
Eine Kugel wird aus der Höhe h unter dem Neigungswinkel e mit der Geschwin-

digkeit v0 abgestoßen. Wie lange dauert der Flug und welche Wurfweite wird erreicht, wenn
der Luftwiderstand (nicht aber der Drall) berücksichtigt wird? Wie stark unterscheiden sich
die Ergebnisse auf Meereshöhe von denen in Mexico City (2250 m. ü. M.)? – Im vorliegen-
den Artikel wird ein den Vorgang beschreibendes Differenzialgleichungssystem auf dem
Voyage™ 200 numerisch gelöst. Es werden die Verfahren von Runge-Kutta und von Euler
einander gegenübergestellt.
Eine Kugel, die sich mit der Geschwindigkeit  v

Æ
durch Luft der Dichte r bewegt, erfährt

neben der Gravitationskraft eine Reibungskraft mit dem Betrag

(1)

Dabei sind cw und A Widerstandsbeiwert bzw. Querschnitt der Kugel, und v=|v
Æ

| . Die
Reibungskraft ist das Resultat turbulenter Strömung; da sie entgegengesetzt zum
Geschwindigkeitsvektor gerichtet ist, folgt aus (1):

Setzt man

(2) 

so ergibt sich aus dem 2. Newtonschen Gesetz für v
Æ

die Differenzialgleichung

bezw. das System

(3)

C A S

F c A vr w= - ◊ ◊
1
2

2r .

F c A v
v
v

c A v vr w w= - ◊ ◊ ◊ = - ◊ ◊ ◊
1
2

1
2

2r r
r r

r

K
c A

m
w=

◊
2

r
,

v
g

k v v=
-

Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

- ◊ ◊
0

,
r r◊

v k v v v

v k v v v g

x x y x

y x y y

= - + ◊

= - + ◊ -

Ï
Ì
Ô

Ó
Ô

2 2

2 2

◊

◊



2 TI-Nachrichten

Computer Algebra System
TI-89, TI-89 Titanium, TI-92 Plus,
Voyage™ 200

Zeichenerklärung: Graphische Taschenrechner
TI-82, TI-83, TI-83 Plus, TI-83 Plus Silver Edition,
TI-84 Plus, TI-84 Plus Silver Edition

Messwerterfassungssystem
CBL™, CBL 2™, CBR™

PC Software
Derive™, TI InterActive!™, Cabri Geometry II™
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Liebe Lehrerin! Lieber Lehrer!

„Unser Wissen ist nicht vorhanden, wenn es nicht benutzt wird." Igor Strawinski (1882 - 1971), russ.-amerik. Komponist

Das stark steigende Interesse am sinnvollen Einsatz von neuen Medien und Technologien im Unterricht wird jährlich deutlicher spürbar. Dies
zeigt sich nicht zuletzt in Initativen, Projekten und Arbeitsgruppen zu Themen wie e-learning oder verbindliche Standards mit Technologie. In
manchen (Bundes)ländern ist man bei der Integration und Umsetzung dieser Konzepte schon weiter als in anderen, doch allerorts ist nachhal-
tig Bewegung in die Sache gekommen, und auch in Österreich und in der Schweiz haben ähnliche Diskussionen Pädagogen und Lehrkräfte
erfasst. 
Neben dem schon erwähnten mäßigen Abschneiden in PISA- und TIMMS Studien haben auch andere Faktoren das Interesse an der Moderni-
sierung des mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterrichts maßgeblich beeinflusst: Lehrkräfte, die schon seit geraumer Zeit die
Modernisierung des Unterrichts fordern, haben sich mit Teachers Teaching with Technology (T 3) verbündet und seit 1997 tausende Kolleginnen
und Kollegen im Technologieeinsatz didaktisch/methodisch ausgebildet, die nun auf dieses wertvolle Werkzeug nicht mehr verzichten wollen.
Schulbuchverlage kommen der Forderung nach praxisorientierten Texten und Aufgabenstellungen verstärkt nach und inzwischen interessie-
ren sich auch Eltern und Schüler zunehmend, an welcher Schule wie unterrichtet wird. 
Viele sind in den letzen Jahren auf den Technologiezug aufgesprungen und haben eine unüberschaubare Vielfalt von Bildungsportalen, Initati-
ven und Angeboten entwickelt, und nicht selten wurde das Rad zum wiederholten Male neu erfunden. Diese einerseits begrüßenswerte Viel-
falt bewirkt andererseits einen zunehmenden Konkurrenzdruck und Gruppenbildungen, die in Widerspruch zum allgemein geforderten Prinzip
der Nachhaltigkeit zu geraten drohen. Manche können schon jetzt Ihr Angebot und Service nicht länger aufrechterhalten einige werden noch
hinzukommen: zu klein der Interessenskreis, zu speziell das Angebot, zu kurzlebig das Interesse und die Anwendbarkeit der Materialien. Da
bewährt es sich, einem Partner zu vertrauen, der auf jahrzehntelange Erfahrung zurückgreifen kann.

Kugelstoßen mit Luftwiderstand For tsetzung

Gemäß Problemstellung sind die Anfangsbedingungen

(4) 

zu berücksichtigen. Sinngemäss beschreibt (x(t) | y(t)) die Bahn
des untersten Kugelpunktes, und y = 0 bezieht sich auf die Höhe
der Sandfläche.

2. Eingabe des Differenzialgleichungssystems
Unter MODE wird eingestellt:
–
–
Bezeichnet man x(t), y(t), vx(t) und vy(t) mit y1(t), ..., y4(t) und v0

mit v0, so muss gemäß (3) und (4) der y=Editor wie folgt gesetzt
werden:

Die Wahl der Lösungsmethode Runge-Kutta erfolgt im Fenster
GRAPH FORMA , welches mit  ƒ o aus jedem der Fenster
Y=Editor, WINDOWS oder GRAP aufgerufen werden kann:

Mit                                  wird das Zeichnen der Richtungs-
felder  unterdrückt. Weiter wird das Fenster                 wie folgt
eingerichtet:

Abb. 1

Abb. 2

Abb. 3
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Das Runge-Kutta-Verfahren missachtet gemäß Anleitung
den Parameter              Die Schrittlänge wird aufgrund des Para-
meters           automatisch berechnet. Schließlich richten wir

wie folgt ein:

Der Parameter hat auf die Berechnung keinen Einfluss. Er
bestimmt lediglich die Darstellung in der Tabelle bzw. in der 
Graphik.

3. Numerische Berechnung
Gemäß Reglement beträgt die Masse der Kugel (Männer) min-
destens 7.26 kg; ihr Durchmesser muss zwischen 110 und 130
mm liegen. Wir speichern: 7.26 Æm, 0.12 Æd und außerdem für
den Widerstandsbeiwert: 0.47 Æcw. Nun läßt sich der Wert von
A berechnen und in a abspeichern (A≈0.011310).
Der Stoß erfolge auf der Höhe 2 m mit der Anfangsgeschwin-
digkeit 14.5 m/s. Wir speichern: 2 Æh, 14.5 Æv0. Für den Fall
der Meereshöhe speichern wir:

9.81 Æg. 
Den Neigungswinkel e wählen wir so, dass die Stoßweite im
Vakuum maximal würde. Es gilt:

(5)

Der Wert (≈42.552º) wird in e gespeichert. Die maximale Stoß-
weite im Vakuum beträgt:

(6)

Wir speichern die Luftdichte:
1.29Æ r.

Nun muss noch der Wert von k gemäß (2) berechnet und in k
(≈0.0004.722) gespeichert werden. Mit TABLE ergeben sich
dann für t=2.182 und t=2.183 die Werte x=23.16372 bzw.
x=23.17427 (y1) und y=0.003885 bzw. y=-0.007706 (y2). Linea-
re Interpolation führt auf die Stoßweite x=23.1673 m
bei t=2.1823 s. Im Vakuum ergäbe sich aus (6) eine maximale
Stoßweite von 23.3467 m. Der Luftwiderstand verringert diese
um 17.9 cm. 

Physikalisch gesehen, ist eine solch hohe Genauigkeit, wie 
wir sie hier verwenden, natürlich absurd. Wir wählen sie, um
die Auswirkungen unterschiedlicher Meereshöhe (veränderte
Erdbeschleunigung und Luftdichte) sowie die numerische
Exaktheit des Rechners abschätzen zu können. Nach jeder
Änderung von g muss e, nach jeder Änderung von r muss k neu
berechnet und gespeichert werden. Jedesmal kann mit TABLE

und linearer Interpolation Dauer und Weite des Kugelfluges neu
berechnet werden. 
Mexico City liegt auf etwa 2250 m über dem Meer. Der Faktor
(6370/6372.5)2 führt zu einem Wert von g=9.80 m/s2 statt 
9.81 m/s2.  Die ICAO-Normatmosphäre ergibt für die Höhe von
Mexico City eine mittlere Luftdichte von r  ª  0.979 kg/m3.
Für die Flugzeiten und Stoßweiten ergibt sich die folgende
Tabelle:

Die Verminderung von g auf 9.80 m/s2 statt 9.81 m/s2 führt
danach zu einer Erhöhung der Stoßweite um gut 2cm. Der Luft-
widerstand verkürzt die Stoßweite um 13.7 cm (Mexico City)
bzw. 17.9 cm (Meereshöhe). Mit dem gewählten Wert von 
v0 sind wir ziemlich nahe bei der Realität, liegt doch der Welt-
rekord der Männer seit 1990 bei 23.12 m (aufgestellt von
Randy Barnes).
Diese Resultate bleiben erhalten, wenn in der Wert von

(welcher Parameter gemäß Anleitung nicht gelesen wird)
geändert wird. Seltsamerweise ändern sie sich auch nicht wesent-
lich, wenn man den Parameter               auf 0.01 oder 0.1 setzt.

4. Verwendung der Methode von Euler
Im Menu                            (mit          z.B. aus dem
erreichbar, siehe Abb. 2) wählt man             . 

Dadurch verschwindet Im Fenster         der 
Parameter               (und wird durch ersetzt):

Bei Verwendung der Euler-Methode wird ernst genom-
men.  (Der Parameter              gibt  die Zahl der Rechenschritte
an, die für das Intervall            verwendet werden sollen. Dieses
bezieht sich auf die graphische Darstellung.) Als Beispiel wählen
wir den Normalfall g=9.81 m/s2, r=1.29 kg/m3, berechnen und
speichern die entsprechenden Werte von e und k und setzen mit   

. Dann ergibt die Berechnung

Abb. 4

Abb. 5
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mit               und linearer   Interpolation eine Stoßweite   von
23.2631 m bei t≈2.1915 s. Verringert man die Schrittlänge (und
entsprechend , so nähern sich die Ergebnisse denjenigen
an, die mit der Runge-Kutta-Methode berechnet wurden:

Erst mit                        0.0001 verschwindet der Unterschied
zwischen den beiden Methoden. Der Rechner braucht dann
etwa 2 Stunden, während mit Runge-Kutta eine halbe Minute
genügt. Verfolgt man den zeitlichen Ablauf bei Verwendung
der Euler-Methode, so drängt sich die Vermutung auf, dass 
die Berechnungen für jede neue Tabellenzeile wiederum
beim Anfangswert t=0 begonnen werden. Sehr nützliche
Ausführungen zu den beiden Methoden findet man z.B.  im
Artikel „Slope Fields, Euler’s Method, and More“ von Dennis
Pence, der leicht mit der Suchmaschine aufzufinden ist. Pence
hält es für bedauerlich, dass die Euler-Methode überhaupt
(nachträglich) ins Programm der CAS-Rechner übernommen
wurde, und rät dazu, nur andere Methoden zu verwenden.

Die Autoren:
Dr. Urs Oswald
osurs@bluewin.ch
Dr. Hans Rudolf Schneebeli
schneebe@othello.ch
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Abb. 6

Die auf den ersten Blick einfach aussehende Funktio-

nenschar                      mit                                            hält 

bei der Diskussion einige Überraschungen bereit. Ihre Graphen
nennen wir Ga.

Die zugehörige Kurvenschar ist zu charakterisieren, insbesonde-
re auf lokale Extrempunkte und Wendepunkte zu untersuchen.

Der Funktionsterm verrät sofort:
Die Funktion hat nur nichtnegative Funktionswerte und eine
Unstetigkeitstelle bei x = 0.
Um weitere Vorstellungen vom Kurvenverlauf zu erhalten, lassen
wir je zwei Scharkurven mit a > 1

und 0 < a < 1 zeichen.

Die Beispiele lassen folgende Eigenschaften vermuten:
• Mindestens eine Extremstelle, die gleichzeitig Nullstelle ist,

und zwar
– für a > 1 im I. Quadranten,
– für 0 < a < 1 im II. Quadranten.

Eine schwierige Funktion? Wolfgang Moldenhauer  und Wi l f r ied Zappe
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• Mindestens ein Wendepunkt im II. Quadranten, „kurz vor der
Einmündung“ des Graphen in die y-Achse. 
Für a > 1 scheint es noch einen Wendepunkt im I. Quadran-
ten zu geben. Für 0 < a < 1 deutet sich ein 2. Wendepunkt
ebenfalls im II. Quadranten an.

• Eine Unstetigkeitsstelle bei x = 0 mit unendlichem Sprung.
• Eine waagerechte Asymptote.
• Eine senkrechte Asymptote bei x = 0.

Wir versuchen, diese Eigenschaften exakt nachzuweisen:

D.h. Nullstelle bei       . Sie liegt für a > 1 rechts vom

Ursprung, für 0 < a < 1 links vom Ursprung.
Das Verhalten der Funktion an den Rändern des Definitionsbe-
reiches zeigt:

Es gibt eine waagerechte Asymptote mit der Gleichung 
y = (a – 1)2 und eine senkrechte Asymptote bei x = 0. Der links-
seitige Grenzwert der Funktion an der Stelle x = 0 ist a2, der
rechtseitige ist •.

Die ersten drei Ableitungen werden unter f1, f2 und f3 
gespeichert. 

(Hinweis: Vorsicht Funktionstermen mit Parametern! Bei direkter
Zuweisung wird nur die Anweisung, nicht aber der Term
gespeichert. Dies kann zu Nebeneffekten führen, deren Ursache
oft schwer zu finden ist.

Abb. 6 zeigt beispielhaft das Vorgehen bei der 1. Ableitung. Die 
2. und 3. Ableitung werden entsprechend erzeugt.)
Für die Extremstelle ergibt sich der gleiche Term wie für die
Nullstelle.

Es muss sich um einen lokalen Tiefpunkt handeln, denn die 

zweite Ableitung ist an der Stelle         wegen der gerad-

zahligen Exponenten und a π 1 stets positiv.

Die Gleichung f2(a, x) = 0 lässt sich für allgemeines a nicht nach
x auflösen! Das geht auch händisch nicht, ist also kein Problem
der Technik!
Auch „zeros“ hilft nicht weiter! Es besteht wegen der Anzeige
{ } sogar die Gefahr anzunehmen, die 2. Ableitungsfunktion
besäße überhaupt keine Nullstellen.

(Hinweis: Auch die in Abb. 8 nicht mehr sichtbaren Warnungen
„Mehr Lösungen können existieren“ und „Solve könnte mehr
Nullstellen finden“ sind Hinweis darauf, dass das Problem tiefer
liegt.)

Was kann man tun? 
Unsere Vermutungen weisen auf mindestens zwei Wendestellen
hin, eine Berechnung der Wendestellen für „allgemeines a“
scheint aber nicht möglich zu sein.

Gehen wir deshalb zunächst dem Fall a = 2 näher nach und lösen
ihn graphisch und nummerisch! Die Ermittlung von Wendepunk-
ten über die graphische Darstellung zeigt, dass es mindestens
zwei Wendepunkte gibt. Nach mehr Wendepunkten zu suchen,
gibt dieser Bildschirmausdruck keinen Anlass.

TI-Nachrichten 5
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Abb. 6

Abb. 5

Abb. 4

Abb. 7

Abb. 8
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Versuchen wir eine numerische Lösung, indem die Nullstellen
der 2. Ableitungsfunktion für a = 2 mit dem TC bestimmt wer-
den, so ergeben sich die gleichen Wendestellen wie in der gra-
phischen Darstellung.
Der Wert der 3. Ableitung an den Wendestellen weist daraufhin,
dass es sich jeweils um einen Links-Rechts-Wendepunkt 
handelt.

Für a = 1/2 ergeben sich wie oben zwei Lösungen für Wende-
stellen (wobei auch „Überlaufwarnungen“ auftreten). Allerdings
liegen beide Wendestellen im II. Quadranten und es handelt sich
um einen Links-Rechts-Wendepunkt und einen Rechts-Links-
Wendepunkt.
Unsere Vermutung, dass es stets zwei Wendestellen gibt, ist
durch die Beispiele erhärtet aber nicht bewiesen worden.

Deshalb versuchen wir, die Existenz von genau zwei Wende-
stellen auf anderem Wege nachzuweisen. Wir lösen die Gleichung
f2(a, x) = 0 nach a und speichern den Lösungsterm als g(x).

Wenn wir zeigen können, dass die konstante Funktion y = a und

die Funktion                                                und a π 1 stets genau 

zwei Schnittpunkte besitzen, ist zumindest die notwendige
Bedingung für die Existenz zweier Wendestellen gezeigt.

Die 1. Ableitungsfunktion von g(x) ist in ihrem Definitionsbereich

stets negativ, denn im Nenner stehen zwei nichtnegative Terme. 

Der Zähler kann wegen

ebenfalls nicht negativ werden. Deshalb ist die Funktion y = g(x)
auf ihrem gesamten Definitionsbereich streng monoton fallend.

Bis auf die Stellen x = –1/2 und x = 0 ist g überall stetig. Das 
Verhalten an den Polstellen x = –1/2 und x = 0 lässt sich rasch
klären und auch der Nachweis der waagerechten Asymptote 
y = 1 ist einfach. Wir verzichten deshalb auf eine ausführliche
Darstellung dieses Aspektes.

Der Graph von g wird von der Geraden y = a für 0 < a < 1 also
genau zweimal im II. Quadranten geschnitten. Für a > 1 gibt es
ebenfalls genau zwei Schnittpunkte, von denen einer im I. und
der andere im II. Quadranten liegt. Für a = 1 und für a < 0 gibt es
genau einen Schnittpunkt.
Damit hat auch die Gleichung f2(a, x) = 0 für a > 0 und a π 1 stets
genau zwei Lösungen. 
Die notwendige Bedingung für zwei Wendestellen für diese
Werte von a also nachgewiesen.

Die hinreichende Bedingung lässt sich wie folgt nachweisen:
Für eine verdächtige Wendestelle gilt f2(a, x) = 0 und daraus
wurde hergeleitet a = g(x). Diese Beziehung zwischen a und x ist
also notwendig, damit überhaupt eine Wendestelle existieren
kann.

Eine schwierige Funktion? For tsetzung

Abb. 9

Abb. 10

Abb. 13

Abb. 14

Abb. 11

Abb. 12
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Setzt man den aus der Bedingung erhaltenen Ausdruck für a
(also g(x)) in die 3. Ableitung f3(a,x) ein, so ergibt sich nachste-
hender Ausdruck (s. Abb. 15). Das Vorzeichen dieses Terms  wird
vom Vorzeichen von 2x + 1 bestimmt.
Für x > –1/2 ist f3(g(x), x) < 0, es liegt also ein Links-Rechts-
Wendepunkt vor.
Für x < -1/2 ist f3(g(x), x) > 0, es gibt einen Rechts-Links-
Wendepunkt.
f2(a, –1/2) ist stets größer als Null und deshalb für eine Wende-
stelle nicht interessant.
Da für die Wendestellen a = g(x) notwendig ist, können wir 
sogar für die Funktionswerte f(g(x), x) der Wendepunkte einen
Term angeben.

Fazit:
• Damit ist die Existenz von zwei Wendestellen nachgewiesen,

obwohl sich kein geschlossener Ausdruck für die Wende-
stellen angeben lässt.

• Für spezielle Werte von a kann man Näherungswerte für
Wendestellen erhalten. 

• Ohne (Taschen-) Computer wären die Näherungslösungen
wohl nur sehr aufwändig zu ermitteln!

• Ein Wechselspiel von graphischer und nummerischer Lösung
ist bei der Suche nach Extremstellen nützlich.

• Die Delegierung der notwendigen Termumformungen an das
CAS lässt Raum für inhaltliche Überlegungen.

• Ohne inhaltliche Vorstellungen über die Existenz von Wende-
punkten und ohne die Fähigkeit der Interpretation von
Termen, z. B. hinsichtlich ihres Vorzeichens, käme man
andererseits auch nicht weit, selbst wenn man einen
Computer mit CAS zur Verfügung hat.

Diese Aufgabe könnte für einen Lehrer Anlass sein, nummeri-
sche Näherungsverfahren für den Mathematikunterricht zu 
thematisieren.

Die Autoren:
Dr. Wolfgang Moldenhauer
ThILLM, H.-Heine-Allee 2-4
D-99438 Bad Berka
WMoldenhauer@thillm.thueringen.de
Dr. Wilfried Zappe
Schleusinger Straße 4
D-98693 Ilmenau
wilfried.zappe@onlinehome.de

Eine schwierige Funktion? For tsetzung

Abb. 15

Viele Vorgänge in der Natur und Technik lassen sich
durch normalverteilte Zufallsvariablen beschreiben, z.B.

Körpergröße von Personen, Länge von Stäben beim Zuschnei-
den, Geburtsgewicht von Neugeborenen, Füllgewicht von
Packungen....
Die zentrale Bedeutung der Normalverteilung liegt im Zentralen
Grenzwertsatz, der besagt, dass eine SUMME von vielen
unabhängigen, beliebig verteilten Zufallsvariablen gleicher
Größenordnung angenähert normalverteilt ist, und zwar
umso besser angenähert, je größer ihre Anzahl ist.
Der Zentrale Grenzwertsatz bildet die Grundlage dafür, dass
Stichprobenverteilungen ab einem bestimmten Stichprobenum-
fang durch die Normalverteilung approximiert werden können.
Die Normalverteilung ist ein mathematisches Modell, das als ein
Grundpfeiler der mathematischen Statistik angesehen werden
kann. Da sich viele zufällige Variablen, die in der Natur beobach-
tet werden können, als Überlagerung vieler einzelner, weitge-
hend unabhängiger Einflüsse auffassen lassen, können diese
Variablen durch die Normalverteilung beschrieben werden.

Mathematisch formuliert (Duden: Rechnen und Mathematik):
Es seien X1, X2, ..., Xn unabhängige Zufallsvariablen und X:
= X1 + X2 + ...+ Xn.

Dann gilt die Näherungsformel

mit 

Dabei ist F die Wahrscheinlichkeitsfunktion der standardisierten
Normalverteilung. In der Regel ist die Näherung umso besser, je
größer n ist.

Wie kann dieser sowohl in theoretischer als auch in praktischer
Hinsicht bedeutendste Satz der Statistik Schülern sinnlich 
vermittelt werden?
Wir beschränken uns auf den Spezialfall, dass die Zufallsvaria-
blen identisch verteilt sind, wählen als Beispiel das Würfeln und
untersuchen die Zufallsvariable X = geworfene Augenzahl.

Der Zentrale Grenzwertsatz Markus Pau l
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Diese Zufallsvariable ist gleichverteilt:

k 1 2 3 4 5 6

P(X=k) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Als Erwartungswert erhalten wir 

als Varianz erhalten wir 

und damit die Standardabweichung

Mit dem TI-83 Plus können wir dies elegant nachrechnen. Wir
geben im Listen-Editor ( RR > 1:Edit) die Werte der Zufalls-
variablen in Liste L1 ein, die Wahrscheinlichkeiten in Liste L2.

Mit RR > CALC > 1:1-Var Stats L1, L2 erhalten wir mit x– den
Erwartungswert und mit sx die Standardabweichung.

Nun wollen wir mithilfe des Zufallsgenerators das Würfeln 
simulieren. 
Mit randInt(1,6) (über çç > PRB > 5:randInt) wird eine ganz-
zahlige Zufallszahl zwischen 1 und 6 erzeugt. Durch Betätigen
der ÕÕ-Taste erhalten wir weitere Wurfergebnisse.

Mit randInt(1,6,5) erhalten wir jeweils eine Liste von 5 Wurf-
ergebnissen, aber bestimmt erhalten Sie andere Zufallszahlen als
in der Abbildung.

Wir können den Zufallsgenerator durch einen Anfangs-Code
(Seed) intialisieren. Dazu speichern wir etwa die Zahl 1143 in der
Variablen rand (çç > PRB > 1:rand): 1143 § rand
Mit randInt(1,6,120)§ L1 erhalten wir auf jedem TI-83 Plus
dieselbe Liste von 120 Wurfzahlen, die in L1 gespeichert werden.

Die Verteilung der Wurfzahlen können wir durch einen Statistik-
Plot grafisch darstellen:
2 [STAT PLOT] > 1:Plot1, wählen Sie bei Type das 
Histogramm, Xlist: L1, Freq: 1. 
Fenstereinstellung:
als Grenzen Xmin = –0.5 und Xmax = 7.5,
als Klassenbreite Xscl = 1; 
als Grenzen für die Häufigkeit Ymin = –10, Ymax = 30.

Wir geben im ww-Editor zusätzlich Y1 = 20 ein. Mit ss

erhalten wir ein Histogramm der Häufigkeitsverteilung (mit
rr können wir z.B. abfragen, dass 22mal die Augenzahl 4
geworfen wurde); mit STAT > CALC > 1:1-Var Stats erhalten wir
die statistische Auswertung.

Augensumme von zwei Würfeln
Nun untersuchen wir die Verteilung der Summe der Augen-
zahlen zweier Würfel, d.h. wir bilden die Summenvariable
X = X1 + X2, wobei Xi die Augenzahl des i-ten Würfels ist.

Der Zentrale Grenzwertsatz For tsetzung

E X k P X k
i
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35
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Abb. 1

Abb. 2

Abb. 3

Abb. 4

Abb. 5

Abb. 6

Abb. 7
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Dies lässt sich mit dem TI-83 Plus durch den Summenbefehl 
realisieren: sum(randInt(1,6,2)) liefert die Augensumme zweier
Würfel.
Wir erzeugen eine Folge von 120 Augensummen-Zahlen, stellen
diese grafisch dar und berechnen statistische Kennzahlen:
seq(sum(randInt(1,6,2)), X, 1, 120)§ L1

Da die Augensumme die Werte 2, 3, ..., 12 annehmen kann,
wählen wir als Grenzen Xmin = 0.5 und Xmax = 13.5, als 
Klassenbreite Xscl = 1. Grenzen der Häufigkeiten: Ymin = –10,
Ymax = 30.

Deutlich ist zu erkennen, dass die Augensumme nicht mehr
gleichverteilt ist, die Augenzahlen in der Mitte treten häufiger auf
als die Augenzahlen an den Rändern.
Als Mittelwert dieser Stichprobe erhalten wir die Augensumme
7,033 und als Standardabweichung 2,316.

Was wird wohl der Erwartungswert und was wird die Stand-
ardabweichung der theoretischen Verteilung sein?
Die Schüler können Vermutungen aufstellen. Dazu können 
weitere Listen mit 120 Zufallszahlen erzeugt werden.
Klar erkennbar ist, dass der Mittelwert um 7 schwankt, das ist
der doppelte Erwartungswert der Augenzahl eines Würfels.

Die Standardabweichung schwankt um den Wert 2,4. Das ist
nicht die doppelte Standardabweichung der Augenzahl eines
Würfels (s = 1,708)! Der Quotient 2,4/1,7 ergibt 1,41. Ist hier viel-
leicht die Zahl ÷2 im Spiel?

Untersuchen wir statt der Standardabweichung die Varianz, so
erhärtet sich dieser Verdacht: Für die Varianz der Summenvaria-
blen erhalten wir ca 2,42 = 5,76; die doppelte Varianz für einen
Würfel ergibt 5,8333.

Folgende Vermutungen können aufgestellt werden:
Der Erwartungswert der Summe zweier Zufallsvariablen ist die
Summe der Erwartungswerte:

E(X1+X2) = E(X1) + E(X2).
Die Varianz der Summe zweier unabhängiger Zufallsvariablen ist
die Summe der Varianzen:

V(X1+X2) = V(X1) + V(X2).
Sind die Zufallsvariablen Xi identisch verteilt mit E(Xi) = m und
V(Xi) = s2, dann gilt:

E(X1+X2) = 2m und
V(X1+X2) = 2s2 bzw. s X1+X2 =

Für die Augensumme zweier Würfel lässt sich noch relativ leicht
die Wahrscheinlichkeitsfunktion aufstellen:

Wir erhalten eine Dreiecksverteilung:

k 2 3 4 5 6

P(X=k) 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36

k 7 8 9 10 11 12

P(X=k) 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

Erwartungswert:

Varianz:

Standardabweichung:

Mit dem TI-83 Plus können wir dies wieder elegant nachrechnen.
Wir geben im Listen-Editor ( RR > 1:Edit) die Werte der Zufalls-
variablen in Liste L1 ein, die Wahrscheinlichkeiten in Liste L2.

Die Verteilung können wir mit einem Statistik-Plot grafisch
darstellen. (Geben Sie dazu Xlist:L1 und Freq: L2 ein).
Für Xmin=0.5, Xmax=13.5, Xscl=1, Ymin=–0.05, Ymax=0.2,
Yscl=0.1 erhalten Sie die Dreiecksverteilung wie in der 
Abbildung.

Mit RR > CALC > 1:1-Var Stats L1, L2 erhalten wir den
Erwartungswert 7 und die Standardabweichung 2,415.
Für sx2 erhalten wir die Varianz 5,833333, das ist 35/6.

Der Zentrale Grenzwertsatz For tsetzung

Abb. 9

Abb.10

Abb. 8

Abb.11

Abb.12
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Augensumme von fünf Würfeln
Nun machen wir einen Sprung und untersuchen die Verteilung
der Summe der Augenzahlen von fünf Würfeln, wir bilden die
Variable X = X1+X2+X3+X4+X5, wobei Xi die Augenzahl des i-ten
Würfels ist.
Was können wir vermuten? 
Keine Hexerei: E(X) = 5 · 3,5 = 17,5; 

Wir erzeugen mit dem TI-83 Plus eine Folge von 120 Augen-
summen-Zahlen von fünf Würfeln: (Initialisierung wieder 
mit 1143)
seq(sum(randInt(1,6,5)), X, 1, 120)§ L1

Um die Annäherung an die Normalverteilung zu zeigen, geben
wir im oo -Editor die Dichte der Normalverteilung ein:
Y1 = normalpdf(X, 5*3.5, ÷÷(5*35/12))*120
(normalpdf über y [DISTR] > 1:normalpdf)
Grenzen für das Häufigkeitshistogramm:
Xmin = 3.5; Xmax = 31.5, Klassenbreite Xscl = 1;
Grenzen der Häufigkeiten: Ymin = –5, Ymax = 20.

Erzeugen Sie mehrere Listen von Augensummen-Zufallszahlen,
stellen Sie diese grafisch dar und berechnen Sie die statistischen
Kennzahlen. Vergleichen Sie diese mit den Werten der theore-
tischen Zufallsvariable.

Wie kann die Approximation an die Normalverteilung verbessert
werden?

Wir erhöhen die Versuchsanzahl auf 200 (Vorsicht: wir stoßen an
die Grenzen der Rechnerkapazität, unter Umständen müssen Sie

RAM-Speicher freimachen, indem Sie Programme, Listen und
Variablen in den Archivspeicher verschieben):
(Initialisieren wieder mit 1143)
seq(sum(randInt(1,6,5)), X, 1, 200)§ L1

Nun erzeugen wir ein Histogramm mit Klassenbreite Xscl = 2.
(Ymin = –5, Ymax = 50).
Normalverteilungsdichte:
Y1 = normalpdf(X, 5*3.5, ÷÷(5*35/12))*200*2
Wir erhalten eine passable Annäherung an die Normalverteilung

Für eine größere Anzahl von Zufallsversuchen müssen wir ein
kleines Programm WURFK (Menü èè > New > 1:Create New)
schreiben. Der Verarbeitungsteil des Programms ist im Wesent-
lichen der Bucketsort-Algorithmus:

Will man auch den Ausgabeteil ins Programm integrieren
(Benutzerfreundlichkeit), kann man das Programm erweitern:

Die Initialisierung mit 1143 ergibt für K = 5 Würfel und N = 1000
Versuche folgendes Bild (Achtung: lange Rechenzeit, die
kleinen grauen Männchen im Taschenrechner müssen 5000mal
würfeln):

Der Zentrale Grenzwertsatz For tsetzung

Abb.13

Abb.18

Abb.14 Abb.15

Abb.16 Abb.17

V X , ; , .( ) = ◊ = =5
35
12

14 58333 3 8188s
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Für K= 5 Würfel und N = 5000 Versuche (25000 Würfe, Rechen-
zeit ca. 20 Minuten beim TI-83 Plus!!!) erhalten wir eine ausge-
zeichnete Anpassung an die Normalverteilung.

Der Autor:
Dr. Markus Paul
Peter-Mayr-Straße 19
A-6020 Innsbruck
E-Mail: markus.paul@utanet.at

Der Zentrale Grenzwertsatz For tsetzung

Abb.19 Abb.19

In der Chemie sind es meist mathematische Her-
leitungen, die zum Verständnis der verwendeten

Modelle führen. 
Die pH-Berechnung erfordert oft das Lösen quadratischer (oder
sogar kubischer) Gleichungen und die Anwendung der Expo-
nential- und der Logarithmusfunktion. Die mathematischen
Umformungen benötigen dabei so viel Zeit, dass die ursprüngli-
che Fragestellung vergessen worden ist, wenn das Resultat vor-
liegt. Mit dem „Numeric Solver“ entfallen die mathematischen
Umformungen, somit bleibt viel mehr Zeit für die chemischen
Überlegungen. Chemieprüfungen verlieren den Nimbus von 
verkappten „mathematischen Umformungsaufgaben“. Wichtig
ist, dass die SI-Einheiten verwendet werden – mit einigen
Ausnahmen, wie z.B. mol/l. Bei allem Komfort des „Numeric
Solver“ bleibt die Interpretation der Resultate. Wer eine
Konzentration von – 0.1 mol/l als mögliche Lösung sieht, hat
Grundlegendes nicht verstanden. Solche unsinnigen Resultate
können mit

Bound = {untere Grenze,obere Grenze}

verhindert werden – aber man muss diese Grenzen kennen. 

Ein konsistentes System aller anwendbaren Formeln verlangt
eine gute Planung. Wichtig ist eine einheitliche Benennung der
Variablen, und zwar mit mindestens 2 Zeichen. (Dies ist übrigens
der Grund, weshalb z.B. der TI-83 nicht verwendet werden kann.)
Da Groß- und Kleinschreibung nicht unterschieden wird, ist nur
die Zeichenfolge entscheidend. Für Konstante wurden nur 
längere Namen verwendet, damit diese bei anderen, z.B. 
mathematischen Arbeiten eher selten überschrieben werden.
Viele Variable enthalten die Dimension als Teil des Namens,
damit Fehler in diesem Bereich etwas weniger häufig auftreten.
Die Einheiten sind, wie bei den „units“ des Rechners 
vorgesehen, durch einen Unterstrich (2 ((RR))) abgetrennt. Die
Abkürzungen haben sich im Laufe der Jahre bewährt und 
werden von Schülern, Schülerinnen und Lehrern gleichermaßen

verwendet. Damit besteht eine gemeinsame Sprache und
können interessante Aspekte oder Probleme effizient diskutiert
werden.

In den untenstehenden drei Beispielen werden folgende
Variablen verwendet:

Der „Numeric Solver“ kann nur eine Lösung berechnen, auch
wenn mathematisch mehrere Lösungen möglich sind. Negative
Lösungen sind bei Konzentrationen oder pH-Werten nicht 
sinnvoll, wohl aber bei einem Druck, einer Spannung oder einem
pKs-Wert. Somit ist es wichtig, den Bereich einzugeben, in 
welchem die gesuchte Lösung liegen muss.

Quantitatives Problemlösen in der Chemie mit 
dem Numeric Solver Peter  Bützer

C A S

Variablenname Variable

w_kwh Energie in Kilowattstunden

u_v Spannung in Volt

m_g Masse in g

mol_g Molmasse in g

zion Ionenladung

fkonst Faradaysche Konstante 96'485 C/Mol

ec_v Nernstsches Potenzial bei
Konzentration c in Volt

e0_v Normalpotenzial in Volt

rgas Gaskonstante (8.31441)

temp_k Temperatur in K

kgg Gleichgewichtskonstante
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Beispiel 1a
Wieviel Energie (in kWh) braucht es, um 1 kg Wasser zu elektro-
lysieren? (Hinweis für Nichtchemiker: Die Elektrolyse erfordert
eine Spannung von 1.8 Volt.)

Beispiel 1b
Wenn nun die Frage gestellt wird, wie viel Gramm Wasser man
mit 1 kWh elektrolysieren kann, dann ist erhält man die Antwort
einfach wie folgt:

Beispiel 2
Das Ruhepotential einer Nervenzelle ist –0.08 Volt. Für die Span-
nung ist der Konzentrationsunterschied von einfach geladenen
Ionen (z.B. Na+, K+) verantwortlich. Wie groß ist das Verhältnis
der Konzentrationen (Gleichgewichtskonstante kgg) bei 37°C?

Die erste Zeile ist abgeschnitten; sie endet auf ln(kgg).

Fazit
Die praktischen Erfahrungen mit der beschriebenen Verwendung
des „Numeric Solver“ sind sehr gut. Der Vorwurf der „Knopf-
druckberechnungen“ scheint mir am Problem vorbei zu zielen.
Bei immer geringeren Stundendotationen ist die Konzentration
auf den „Kernbereich Chemie“ nicht nur legitim, sondern
notwendig. 
Das vorgelegte System der Variablendefinition hat sich bei mir
bewährt, aber Hinweise auf Verbesserungsmöglichkeiten sind
immer willkommen.

Leider können viele der „units“ des Rechners im Numeric-Solver
nicht übernommen werden, da mit ihnen Fehler auftreten
(z.B. mit _°C oder unter custom-Unit z.B. _m/_s^2). Auch ist
schade, dass der Anzeige des „Numeric Solver“ die „Pretty
Print“-Fähigkeit der Rechneranzeige fehlt.

Die vollständige Liste der Variablennamen kann von
http://www.educanet.ch/home/T3Schweiz/ heruntergeladen
werden (Rubrik Materialien).

Der Autor:
Dr. Peter Bützer
Kantonsschule Heerbrugg
CH-9435 Heerbrugg
E-Mail: peter.buetzer@ksh.edu

Quantitatives Problemlösen in der Chemie mit dem Numeric Solver For tsetzung

Abb. 1a

Abb. 1b

Abb. 2

In der ersten Startreihe des Formel-l WM-Laufes in
Ronte Sacko stehen Michael Zuracher auf Terari und

Cablio Rontoia auf Meerzehes. Die beiden folgenden Funktionen
beschreiben das Weg-Zeit-Gesetz der beiden Rennwägen 
während der ersten 83 Sekunden des Rennens.

Dabei wird die Zeit in Sekunden und der Weg in Meter ange-
geben. Der Weg ist der Abstand, den die beiden Autos von der
Startlinie besitzen. Die Strecke ist 2700 Meter lang.
a) Berechne die Rundenzeit der beiden Rennfahrer für die

1. Runde! Wer liegt beim ersten Durchgang bei Start und Ziel
in Führung?

b) Berechne die mittlere Geschwindigkeit der beiden Renn-
fahrer für die 1. Runde in Kilometer pro Stunde!

c) Wer hatte den besseren Start?
d) Kam es zu Überholvorgängen während der 1. Runde? Wenn

ja, wann und wo wurde wer von wem überholt?

Differentialrechnung in der Bewegungslehre Thomas Himmelbauer

C A S

zu t
t t t( ) =
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1900
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e) Bestimme jeweils die Höchstgeschwindigkeit der beiden
Rennfahrer während der 1. Runde?

f) Auf Grund eines auf der Strecke umherirrenden Hundes
mussten beide bis zum Stillstand abbremsen? Wann und wo,
geschah dieser Vorfall.

g) Wann und wo haben die beiden Rennfahrer die Bremsung
auf Grund des umherirrenden Hundes begonnen?

Die Fragen e), f) und g) sind im Homebereich des Voyage™ 200
mit Hilfe der Differentialrechnung zu lösen.

Lösung:
zu a)
Wir definieren die beiden Funktionen.

Wir geben die Funktionen der beiden Rennfahrer und die Länge
des Kurses als konstante Funktion ein und lassen uns die
Graphen zeichnen.

Nun können wir durch Bestimmung der Schnittpunkte von y1
und y3 bzw. von y2 und y3 die Rundenzeiten ermitteln und mit 
¥ [H] in den Homebereich übertragen.
Zum Beispiel die Rundenzeit von Zuracher.

Die Rundenzeit von Zuracher beträgt also etwa 80 Sekunden, die
Rundenzeit von Rontoia beträgt etwa 83 Sekunden. Beim ersten
Durchgang bei Start und Ziel führt also Zuracher.

zu b)
Wenn wir die Streckenlänge durch die Rundenzeiten dividieren
und mit 3,6 multiplizieren erhalten wir die mittleren Geschwin-
digkeiten in Kilometer pro Stunde.

Zuracher hat also eine mittlere Geschwindigkeit von rund
121 Kilometer pro Stunde, Rontoia von rund 117 Kilometer pro
Stunde.

zu c)
Wir berechnen die Schnittpunkte der beiden Funktionen. Dann
müssen wir nur noch einen Wert zwischen 0 und 37,1 Sekunden
eingeben, um zu sehen, wer vorne liegt.

Differentialrechnung in der Bewegungslehre For tsetzung

Abb. 1

Abb. 4

Abb. 5

Abb. 6

Abb. 7

Abb. 2, 3
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Zuracher führt also vom Start weg.

zu d)
Mit dem letzten Ergebnis sind wir schon mitten in der 
Beantwortung dieser Frage.

Nach rund 37,1 Sekunden überholt Rontoia Zuracher und knapp
vor Ende der Runde nach rund 79,1 Sekunden überholt Zuracher
wieder Rontoia.

zu e)
Die Momentangeschwindigkeiten der Rennfahrer erhält man als
1. Ableitung der Bewegungsfunktionen. Die relativen Extremwer-
te sind die Nullstellen der 1. Ableitung der Geschwindigkeiten.

Durch Einsetzen in die 2. Ableitung können wir Minima und
Maxima trennen. Relative Maxima der Geschwindigkeiten liegen
für Zuracher bei 20 Sekunden und für Rontoia bei 70/3 Sekunden
vor. Für das absolute Maximum dürfen wir aber die Ränder nicht
vergessen. Für t=0 Sekunden brauchen wir nicht rechnen, da
stehen die Autos noch. Aber für die Rundenzeiten der beiden
müssen wir noch einsetzen.
Zuracher erzielt die größte Geschwindigkeit von rund 68 Meter
pro Sekunde (244,7 km/h) beim Durchgang von Start und Ziel. Es
liegt also ein Randextremum vor.
Rontoia erzielt seine größte Geschwindigkeit nach 70/3 Sekun-
den mit rund 66 Meter pro Sekunde (239,1 km/h).

zu e)
Die Zeitpunkte, wo die Autos wegen des Hundes anhalten
mussten, berechnen wir, indem wir feststellen, wann die
Geschwindigkeiten gleich Null sind. Zuracher musste bei 
60 Sekunden und Rontoia nach 70 Sekunden die Geschwindig-
keit auf Null reduzieren.

zu f)
Die 2. Ableitung der Bewegungsgleichung liefert uns die
Beschleunigung. Wir interessieren uns für die Zeitpunkte, an
denen die Beschleunigungswerte gleich Null sind, also für den
Übergang von Beschleunigung auf Bremsung oder umgekehrt.

Differentialrechnung in der Bewegungslehre For tsetzung

Abb. 8

Abb. 12

Abb. 13

Abb. 14

Abb. 9

Abb. 10

Abb. 11
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Durch Einsetzen in die dritte Ableitung der Bewegungsgleichung
(=1. Ableitung der Beschleunigung) kann man überprüfen, ob die
Beschleunigung zunimmt (positive 1. Ableitung, Übergang vom
Bremsen zum Beschleunigen), oder, ob die Beschleunigung
abnimmt (negative 1. Ableitung, Übergang vom Beschleunigen
zum Bremsen).
Daher beginnt Zuracher nach 20 Sekunden zu bremsen, Rontoia
nach 70/3 Sekunden.

Der Autor:
Mag. Dr. Thomas Himmelbauer
Lehrer am Gymnasium Neulandschulen in Wien
E-Mail: j.himelbauer@chello.at 

Differentialrechnung in der Bewegungslehre For tsetzung

Abb.15

Abb.16

Das Problem:
Eine regionale Landschaftsplanungsbehörde möch-

te im Kurvenbereich einer serpentinenartigen Straße eine Baum-
reihe pflanzen. Da sich auf der Berghöhe eine Holzfabrik befin-
det, befahren die Straße oftmals LKW mit überstehender Last.
Daher stellt sich für die Planer die Frage, wie weit die überste-
hende Last ausschwenkt, damit sie wissen, in welcher Entfer-
nung die Baumreihe mindestens von der Straße gepflanzt wer-
den muss, so dass die LKW sie unbeschadet passieren können.
Für die Vermessungsgeräte benötigen sie lediglich die Beschrei-
bung der Koordinaten des Lastendes beim Befahren der Kurve.

Ein möglicher Unterrichtsverlauf:
Der Stundenverlauf sollte problemorientiert aufgebaut werden,
sodass am Anfang das durch ein Experiment verdeutlichte
Problem – eine konkrete Kurve – steht, das zunächst in ein
geeignetes mathematisches Modell und schließlich in seine
formale Beschreibung transferiert werden soll. 
Den Schülerinnen und Schülern wird zu Stundenbeginn das
oben angeführte Problem vorgestellt, veranschaulicht anhand
eines Fotos wie dieses:

Ziel ist es, die Ortskurve zu bestimmen, die der Endpunkt der
überstehenden Ladung beschreibt.
Um die Situation zu veranschaulichen, kann sie von den
Schülerinnen und Schülern simuliert werden. Dazu ‚fährt’ eine
Schülerin oder ein Schüler mit einem Modelllastwagen auf einer
den Kurvenverlauf abbildenden Parabel. Der LKW ist mit 
ausschwenkenden Baumstämmen beladen, an deren Ende ein
Stift montiert ist. Beim Befahren wird die Ortskurve des 
Lastendes aufgezeichnet. 

Modelliert bedeutet dies: An eine nach unten geöffnete Parabel
P mit der Gleichung y=–a·x2 mit a>0 werden Teilstücke der
Tangenten mit konstanter Länge L ‚nach außen’ abgetragen.
Gesucht ist die Ortskurve der Endpunkte Qt.

Parameterdarstellung von Kurven
Das ausschwenkende Lastende eines LKW in einer parabelförmigen Kurve Stephanie Künne

C A S

Abb. 1

Abb. 2

P C
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Diese lässt sich vektoriell

und entsprechend in parametrisierter Form

darstellen. (Mit        als Tangentenvektor an die Parabel P in die
Richtung steigender t-Werte.)

Dabei zeigt der Vektor       auf den Punkt der Parabel zum Zeit-

punkt t. Von diesem aus weist der Tangentenvektor      auf die
‚Außenseite’ der Parabel. Seine Koordinaten ergeben sich
anschaulich aus der Definition der Steigung einer Funktion mit-
hilfe des Steigungsdreiecks. Die Ableitung der Parabelfunktion
mit y = –at2 lautet y’ = –2at. Das Steigungsdreieck kann mit einer
Einheit in positiver Richtung auf der Abszisse und –2at Einheiten
in y-Richtung beschrieben werden. Der direkten Wegstrecke ent-

spricht die vektorielle Darstellung            . Mathematisch exak-

ter ergibt sich der Tangentenvektor, indem die Steigung der
Sekante durch zwei Punkte Pt und Pt+h auf der Parabel betrach-
tet wird und man Pt+h auf Pt ‚zulaufen’ lässt, indem der Abstand
zwischen t und t + h gegen null geht. Hierbei ist zu berücksich-
tigen, dass die Parabel vektoriell mittels zweier Funktionen dar-
gestellt wird, f(t) = t und g(t) = –at2, so dass die Grenzwertbil-
dung des Sekantenvektors auch für beide Komponenten ausge-
führt werden muss:

Indem der Tangentenvektor durch seine Länge dividiert wird, die
nach dem Satz des Pythagoras der Wurzel aus der Summe der
quadrierten x- und y-Komponenten des Vektors entspricht, wird
er normiert. Durch Multiplikation mit der vorgegebenen Länge L
erreicht man so den Punkt Qt der Ortskurve zum Zeitpunkt t.
Wird t durchlaufen, erhält man die Darstellung der Ortskurve. Als
weiterführende Fragestellungen bietet es sich an, z.B. unter 
Einsatz der dynamischen Geometriesoftware Euklid i (s. Abb. 4)
oder mithilfe des TI-92 Plus (s. Abb. 5 .. 8) die Abhängigkeit der
Ortskurve von der Öffnung der parabelförmigen Kurve sowie der
Länge des ausschwenkenden Lastendes zu untersuchen. 

Die Konstruktion mit Cabri

Beim Voyage™ 200/TI-92 Plus muss man im Graph Mode
parametric arbeiten. Wenn die Parametergleichungen (s. Abb. 5,
7 und 9) mit Variablen eingegeben werden, kann man sie einfach
mit Hilfe des wobei-Operators modifizieren und erhält so unter-
schiedliche Graphen.

Graph mit L = 1 und a = 1

Parameterdarstellung von Kurven For tsetzung

Abb. 3
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Graph mit L = 2 und a = 1

Graph mit L = 1 und a = 2

Allen Darstellungen liegt die folgende window-Einstellung
zugrunde:
t Œ [-15 .. 15; 0,05]; x Œ [-5,2 .. 5,2; 1] und y Œ [-3,3 .. 1,3; 1]

Das anschauliche Beispiel motiviert die Schülerinnen und
Schüler, es selbstständig zu problematisieren: Der LKW könnte
in umgekehrter Richtung fahren, so dass die Ladung in die
Gegenfahrbahn ragt. Wie breit  muss daher die Straße sein?ii

Zudem kann das anfangs beschriebene Problem dahingehend
geöffnet werden, dass zwar für die Messgeräte der Planungs-
behörde die Koordinaten des ausschwenkenden Lastendes
genügen, für die internen Planungen aber auch der Abstand der
Ortskurve zur Kurve gebraucht wird. Hierfür wird der Normalen-
vektor zur Tangente an die nach unten geöffnete Parabel im

Berührpunkt benötigt,                              um den Abstand d

durch Lösen der Gleichungen in Abhängigkeit vom Zeitpunkt t zu 

errechnen:

Die Autorin:
Stephanie Künne, StAss’
E-Mail: mail@stephanie-kuenne.de

Literatur:
Rolfs, J., Weiskirch, W.: Parameterdarstellung von Funktionen,
in: T3-Europe, Lineare Algebra / Analytische Geometrie, S.33-66.

Parameterdarstellung von Kurven For tsetzung

Abb. 8

Abb. 9

Abb.10
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i Euklid DynaGeo, Geometrie (wie) mit Zirkel und Lineal,

Version 2.4 © by Roland Mechling
ii Hier bietet sich die Behandlung von Parallelkurven an

Einführung
Das Hooksche Gesetz wird häufig in Klasse 7 oder

8 mit Feder und Massestückchen in Schülerübungen erarbeitet.
In der Oberstufe bei der Behandlung mechanischer Schwingun-
gen benötigt man es wieder. Untersucht man dieses Mal diese
Gesetzmäßigkeit mit Taschencomputer und zugehörigem Mess-
werterfassungsystem, so kann man wesentlich weitergehende
Kennntnisse gewinnen. Nur für das lineare Kraftgesetz einer
Stahlfeder, wie in Abb. 1 gezeigt, lohnt sich der größere
messtechnische Aufwand kaum. 

Auslenkung und Zusammenziehen einer Stahlfeder

Gummiband und Hooksches Gesetz Kar l -He inz  Keunecke

C A S CBL

Abb. 1

Ë1
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Dagegen lassen sich die komplizierteren Zusammenhänge bei
der Auslenkung eines Gummibandes nur untersuchen, wenn
Kraft und Weg in kurzen Zeitabständen aufgezeichnet werden.
Es können dann mithilfe der Daten sehr unterschiedliche Fragen
bearbeitet werden.

Als erstes zeigt sich, dass hier im Gegensatz zur Stahlfeder kein
lineares Kraftgesetz gilt. Es kann zusätzlich das „Ausleiern“ und
die „Regeneration“ eines Gummibandes untersucht werden. Das
Abreißen lässt sich ebenfalls zum Thema machen. Auch die
Hysteresis und der zugehörige Energieverlust lassen sich aus
den Daten quantitativ bestimmen. 

Mit dem verwendeten Mess-und Auswerteprogramm DataMate™
des Voyage™ 200 können die beschriebenen Untersuchungen
nicht durchgeführt werden. Es ist daher erforderlich die Messda-
ten, die in Listen gespeichert sind, direkt mit den Befehlen und
Funktionen des Voyage™ 200 zu bearbeiten. Das hat zur Folge,
dass nicht nur den physikalischen Fragen nachgegangen werden
muss, sondern es ist auch noch die mathematische Umsetzung
zu leisten. Daduch wird eine enge Verbindung zur Mathematik
geschaffen, ohne dass Unterrichtszeit durch nummerische Arbei-
ten verloren geht, da diese durch den Rechner erledigt wird. 

Versuchsdurchführung: Kraftmesser, Gummiband, Ultraschall-
abstandsmesser.

Durchführung des Versuches
Es wird vorgeschlagen, im Unterricht zur Einführung in die
Messtechnik, zunächst das Hooksche Gesetz am Beispiel einer
Spiralfeder zu verifizieren (Abb. 1) und erst dann mit den
Experimenten an Gummibändern zu beginnen. Hier wird auf
diese Einführungsversuche verzichtet.

Der Aufbau der Versuchsanordnung ist in Abb. 2 gezeigt. Die
Kraft an dem Gummiband wird mit einem Kraftmesser (Dual
Range Force 50 N) gemessen. Mit dem Ultraschallabstands-
messgerät (CBR™) wird der Abstand von CBR™ zur ausziehenden
Hand bestimmt. Beide Sensoren sind mit dem Messwerter-
fassungssystem CBL 2™ verbunden. Mithilfe des Mess- und
Auswerteprogrammes DataMate™ wird auf dem Taschencom-
puter Voyage™ 200 die Messzeit auf 3 s und die Abtastrate auf
0,02 s eingestellt. Die gemessene Kraft ist in Abb. 3 und der
Abstand in Abb. 4 gezeigt.

Abstand Hand – CBR.

Kraft, mit der das Gummiband ausgelenkt wird

Diesen Darstellungen kann man nicht viel über die Ausdehnung
des Gummibandes entnehmen. Das ist ist erst möglich, wenn
das Kraftgesetz untersucht, d.h. die Kraft gegen die Auslenkung
dargestellt wird. Das leistet DataMate™ nicht und deswegen
wird das Programm verlassen, um die Messreihen mit dem
Taschencomputers direkt zu bearbeiten.

Auswertung
Die Messdaten sind als Listen abgespeichert. 

Zeit: l1
Kraft: l2
Abstand: l6

Um diese Daten in einer übersichtlichen Form zur Verfügung zu
haben und bearbeiten zu können, werden sie in einer Tabelle
(Abb. 5) gespeichert. (l1 in c1, l2 in c2 und l6 in c6)

Messdaten in einer Tabelle

Stellt man nun die Kraft (c2) als Funktion des Abstandes (c6) dar,
so ist das Ergebnis in Abb. 6 zu sehen.

Gummiband und Hooksches Gesetz For tsetzung

Abb. 2

Abb. 3

Abb. 4

Abb. 5
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Kraft als Funktion des Abstandes vom CBR™

Auch diese Darstellung ist noch wenig befriedigend. Für eine
Untersuchung der Kraft in Abhängigkeit von der Auslenkung
ist es wünschenswert, wenn der Punkt F=0 N und Auslenkung
s=0 mit dem Nullpunkt des Koordinatensystems übereinstimmt
wie in Abb. 1.

Wirkende Kraft als Funktion der Auslenkung

In Abb. 6 befindet sich dieser Punkt ganz rechts, weil für die
Auslenkung s=0m der Abstand vom CBR™ am größten ist.
Durch die Zuweisung c5Æmax(c6)–c6 wird in c5 die Auslenkung
des Gummibandes berechnet. Damit an dieser Stelle auch die 
vertikale Koordinate auf 0 N wird, ist die auslenkende Kraft in
c3 mit c3Æc2–min(c2) (Abb. 5) korrigiert worden. 

Nun erhält man in Abb. 7, in der c5 als Funktion von c3 darge-
stellt ist, die wirkende Kraft als Funktion der Auslenkung des
Gummibandes. Das Ausziehen des Gummibandes wird durch
die obere Kurve beschrieben. Für geringe Ausdehnungen gilt
näherungsweise ein lineares Kraftgesetz wie bei einer Feder. Bei
großen Auslenkungen wird es immer schwerer das Band zu 
dehnen. Zum Schluss verliert das Gummiband jegliche Elastizität
und reißt ab. In diesem Experiment wird rechtzeitig vorher die
Kraft verringert, so dass sich das Band wieder zusammen zieht.
Für die Kontraktion ist nun die untere Kurve zuständig. Das
bedeutet, dass beim Zusammenziehen bei gleicher Elongation
die Kraft geringer ist als bei der Ausdehnung. Das Gummiband
ist offensichtlich durch das starke Ausziehen „ausgeleiert“ 
worden. Es zeigt eine deutliche Hysteresis. Allerdings hat es 
sich nach einiger Zeit wieder erholt, und man kann dann das
Experiment mit gleichem Ergebnis wiederholen. Man stellt 
auch fest, dass der Unterschied zwischen der oberen und der
unteren Kurve umso geringer ist, je langsamer das Experiment
ausgeführt wird. (Es bietet sich an, auch die Erholungszeit des
Gummibandes zu bestimmen zu lassen.)

Man hat nun auch die Möglichkeit die Energiebilanz während der
Expansion und der nachfolgenden Kontraktion qualitativ zu
untersuchen. Die Fläche unter der oberen Kurve stellt die Ener-
gie dar, die erforderlich ist , um die Ausdehnung durchzuführen.
Die Fläche unter der unteren Kurve ist die Energie, die wieder
zurückgewonnen wird. Die Differenz, also die eingeschlossene
Fläche, ist dann der Energieverlust während des Vorganges. 
Dieser soll nun berechnet werden. 

Für die numerische Intergration wird für jeden Messpunkt die
Kraft mit dem zugehörigen Wegabschnitt multipliziert. Diese
Intervalle können aus den Auslenkungen in c5 berechnet 
werden. 

Verschiebung der Werte von c5 um einen Platz nach oben.

Zunächst werden in c7 mit shift(c5,1)Æc7 die Werte von Spalte
c5 um je einen Wert nach oben verschoben. Nun lässt sich
die Intervallbreite in c8 als Differenz c7–c5Æc8 berechnen und
die zugehörigen Energieintervalle als c3*c8Æc9. Durch die
Summation cumsum(c9)Æc10 lässt sich dann die Energie
berechnen, die das Gummiband bei einer Auslenkung s 
gespeichert hat. Die Summe der Energieintervalle kann sowohl
als Funktion der Zeit (Abb. 9) als auch als Funktion der 
Auslenkung (Abb. 10) dargestellt werden. Beide Grafen geben
Auskunft über die in Abb. 7 eingeschlossene Fläche.

Gummiband und Hooksches Gesetz For tsetzung

Abb. 6

Abb. 7

Abb. 8
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Zeitabhängige Darstellung der summierten Energieintervalle.

Darstellung der summierten Energieintervalle in Abhängigkeit
von der Auslenkung.

In beiden Darstellungen ist die Energie bei der Auslenkung 0 m
auch 0 Nm und steigt dann auf den Höchstwert von 5,49 Nm
an (untere Kurve). Sowie sich das Band zusammenzieht, wird
das Wegintervall negativ und somit nimmt die Energiesumme
nun wieder ab. Bei der Auslenkung von 0 m beträgt die Energie
noch 1.45 Nm. Dieser Wert ist die Differenz der Flächen unter
der oberen und unteren Kurve und damit der eingeschlossenen
Fläche in Abb. 7. Der prozentuale Energieverlust für das 
Ausziehen eines Gummibandes und das anschließende
Zusammenziehen beträgt danach 26%.

Der Autor:
Karl-Heinz Keunecke
Gorch Fock Straße 2
D-24159 Kiel
E-Mail: kh.keunecke@t-online.de

Gummiband und Hooksches Gesetz For tsetzung

Abb. 9

Abb.10

Die Behandlung von Wachstums- und Zerfallspro-
zessen spielt eine zentrale Rolle in der Klassenstufe

10. Die Exponentialfunktion zur Beschreibung spezieller Wachs-
tumsvorgänge sollte sowohl in expliziter als auch rekursiver
Form behandelt werden. Dabei steht die Mathematisierung eines
dynamischen Prozesses der Form (vgl. [1], S. 9) im Mittelpunkt
der mathematischen Argumentation.

Bestandsänderung proportional zum Bestand

Die iterative und explizite Beschreibung von Wachstumsmo-
dellen ist eine wichtige Schnittstelle zwischen Sekundarstufe I
und II und unterstützt eine intuitive Vorstellung von der 
Änderungsrate und bereitet so das Änderungsratenkalkül vor.

Einführung der Exponentialfunktion, Entdecken zentraler
Eigenschaften

Am Beispiel einer Kondensatorentladung sollen die Exponential-
funktion eingeführt und zentrale Eigenschaften entdeckt werden.

Die Kondensatorentladung kann sehr komfortabel z.B. mit dem
CASSY-Messwerterfassungssystem gemessen werden. Es ist
aber auch möglich, das Vernier-LabPro für die TI-Taschenrechner
zu verwenden und die Entladung z.B. im Schülerversuch
durchzuführen. Die Messwerte werden mit Hilfe einer Computer-
Tabellenkalkulation oder mit CellSheet™ weiter verarbeitet. 
Problematisch wird die Konvertierung von z.B. Excel zu 
CellSheet, da Excel die Dezimalzahldarstellung mit Kommata,
CellSheet die englische Variante mit Punkten verwendet. 
Deshalb habe ich die Kommata durch Multiplikation mit dem
Faktor 100 vor der Konvertierung entfernt, um sie dann in
CellSheet™ durch Division wieder zu erhalten (s. Abb. 1)

Ausschnitt aus der Messwerttabelle.

Mathematik, Physik und GTR/CAS:
Die fächerübergreifende Behandlung der Exponentialfunktion im Jahrgang 10 Edmund Kronabe l

C A S

Abb. 1
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Die Messwerte können graphisch dargestellt werden:

Graph zu den Messwerten

Die Schülerinnen und Schüler werden nun dazu aufgefordert, die
Messung auszuwerten und Vermutungen aufzustellen. Sie
entdecken, dass das Verhältnis aufeinander folgender Messwer-
te stets konstant ist:

Warum ist das so? Obiges Schema kann eingeführt werden:

Spannungsänderung durch abfließende Ladungen

Offensichtlich ist der Stromfluss der Spannung proportional. 
Nun kann man die Schülerinnen und Schüler auffordern, gleiche
Zeitintervallgrößen graphisch zu betrachten, z.B. die Zeitinter-
valle [0ms;10ms] (Abb. 4) und [5ms;15ms] (Abb. 5):

Bei geeigneter Skalierung entdecken die Schüler nochmals 
graphisch, dass in gleichen Zeitintervallen der Graph um den
gleichen Prozentsatz fällt.
Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion f (x 1+x 2)=
f (x1) · f (x2) fällt ebenso geradezu ins Auge.

Experimentell kann mit Hilfe des Folgenmodus eine rekursive
Gleichung des exponentiellen Zerfalls bestimmt werden.
Man beginnt die Experimentierphase offensichtlich mit dem
Wachstumsfaktor 1+w=0,9552=0,912 und einem Anfangs-
wert u (1)=9.
Hier könnte die Experimentierphase schließen mit der Rekur-
sionsgleichung  u1(n)=u1(n–1) ·0 .014,  u i1=8.9.
Diese Rekursion trifft den Graphen recht gut:

In dieser Phase können die Schüler ebenso entdecken, dass klei-
ne Veränderungen des Wachstumsfaktors große Auswirkungen
auf den graphischen Verlauf der Rekursion haben.
Der Schritt von der rekursiven zur expliziten Darstellung
f (x )=f (0) · (1+w) x ist offensichtlich und stellt die Schülerinnen
und Schüler vor kein Problem. Es kann die Regressionsfunktion
bestimmt werden, die die Messwerte approximiert:

Mathematik, Physik und GTR/CAS For tsetzung

Abb. 2

Abb. 3

Abb. 4

Abb. 5

Abb. 6

Abb. 7
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Es bietet sich nun an, die Kondensatoraufladung mathematisch
zu beschreiben.
Im Anschluss können weitere Wachstums- (w>0) bzw. Zerfalls-
prozesse (w<0) ´innermathematisch´ betrachtet werden.

Anwendung der Exponentialfunktion beim radioaktiven
Zerfall

Beim radioaktiven Zerfall tritt die Exponentialfunktion wiederum
auf. Es wird ein Versuchsaufbau wie in GÖTZ et. al. [2] S.99
beschrieben verwendet. Sind die Messwerte aufgenommen und
graphisch dargestellt, erkennen die Schülerinnen und Schüler
sehr schnell den Unterrichtszusammenhang und stellen die
folgende Hypothese auf:

Kernzerfall proportional zum Bestand

Messwerttabelle im Data/Matrix-Editor

Graphischer Verlauf des Zerfalls

Eine entsprechende exponentielle Regression ergibt:

Es gibt nun vielfältige Möglichkeiten, die charakteristische
Größe Halbwertszeit einzuführen und zu berechnen. Hier ergibt
sich eine Halbwertszeit von tH=62 sec.

Die Halbwertszeit des verwendeten Stoffes Radon-220 beträgt
55,6 sec. hat. Wir haben die Halbwertszeit also relativ genau
bestimmt.

Mathematik, Physik und GTR/CAS For tsetzung

Abb. 8

Abb. 9

Abb.10

Abb.11

Abb.12

Abb.13

Die TI Materialien Seite
Wenn man es weiß, ist es ganz einfach, diese
Seite zu finden:

– Zu http://education.ti.com/deutschland gehen.
– Zuerst „Lehrerwelt“ auswählen
– und dort „Unterrichtsmaterialien“ suchen.
– Ein Klick auf „einzelne Aufgabenbeispiele“

bringt Sie ans Ziel.
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Resümee
Die Exponentialfunktion und deren Umkehrfunktion wird in
konkreten Sachzusammenhängen eingeführt bzw. angewendet.
Für die Schülerinnen und Schüler wird die Funktionsklasse 
weniger abstrakt. Die Funktionen werden problem- und 
schülerorientiert behandelt. Zeitgemäße Technologien werden
angemessen eingesetzt als Werkzeug zur Beschreibung von
Vorgängen, zum Entdecken mathematischer Eigenschaften und
zum Lösen konkreter Problemstellungen.
Sicherlich wird der Anwender von Hilfsmitteln wie LabPro und
CellSheet™ an deren Grenzen geführt. Computergestützte
Systeme sind komfortabler. Dennoch bietet die Taschenrechner-
auswertung eine gute Alternative.

Der Autor:
Edmund Kronabel
Am Brink 8
D-26904 Börger

Literatur:
[1] KNECHTEL, KRAMER, KRÜGER, WEISKIRCH:
mathe ´open end´: Materialien für den Einsatz von Grafikrech-
nern und Computeralgebra, Teil 1: Differentialrechnung. Wester-
mann, Braunschweig 2001.
[2] GÖTZ, DAHNCKE, LANGESIEPEN (Hrsg.):
Handbuch des Physik-Unterrichts, Sekundarbereich 1, Band 8:
Atom- und Kernphysik, Astronomie, Technikbezüge. Aulis-
Verlag, Köln 1998.
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Abb. 1

Mathematische Modellbildung wird anhand des senk-
rechten Wurfes unter dem Einfluss turbulenter Reibung

demonstriert. Ein CAS-fähiger Rechner erlaubt uns, im Rahmen
der Modellannahmen exakte Ergebnisse für Wurfhöhe und Wurf-
zeit zu erhalten. Mit Hilfe von Taylor-Entwicklungen kann der
unterschiedliche Einfluss der Reibung auf Aufstieg und Abstieg
studiert werden. Ein möglicher Einsatz im Unterricht in Form
einer Lernaufgabe wird skizziert.

Betrachten wir einen senkrechten Wurf nach oben unter dem
Einfluss der konstanten Schwerkraft und des Luftwiderstandes.
Um die gesamte Bewegung zu erfassen, muss sie in eine Auf-
wärtsbewegung bis zum Scheitelpunkt und einen anschließen-
den Fall zerlegt werden. Der Einfluss der Reibung zerstört die
Symmetrie zwischen Aufstieg und Abstieg. Somit müssen beide
Teilbewegungen getrennt behandelt werden.

1. Modellbildung für die Aufstiegsphase
Turbulente Reibung (Newton-Reibung) ist dominant und wird
durch den üblichen Ansatz 

bzw. für den Betrag

modelliert. Die resultierende Kraft auf den Gegenstand ist nun
zeitabhängig; Schwerkraft und Reibungskraft bremsen seine
Bewegung:

Die Bewegungsgleichung ist eine nichtlineare Differentialglei-
chung 1. Ordnung in der Geschwindigkeit v(t):

(1)

mit der Anfangsbedingung v(0)=v0>0 und positiver Bewe-
gungsrichtung senkrecht nach oben (g>0). Die Konstante

beschreibt den Einfluss der Reibung. 

2. Allgemeine Lösung für Geschwindigkeit, Ort und
Beschleunigung

Die Lösung der Differenzialgleichung (1) erfolgt in zwei Schritten:

Das Resultat für v wird in v(t) gespeichert; man findet:

Mit =(v(u),u,Ø,t) erhält man einen Ausdruck für s(t) und speichert
ihn in s(t):

Senkrechter Wurf mit Luftwiderstand –
(k)ein Fall für CAS-Rechner? Chr is t ian Lonsky
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Zur Berechnung und Speicherung der Beschleunigung bieten
sich nun zwei Möglichkeiten: entweder mit –g–k*(v(t))^2Æa(t)
nach (1) oder mit d(v (t),t) und ans(1) Æa(t). Beide Wege führen

zu  

Das CAS liefert sofort: a(0)=–g–kv0
2, was sich auch (fast) durch

eine Kopfrechnung bestätigen lässt. 

Sonst aber sind die allgemeinen Lösungen des CAS noch sehr
unübersichtlich und deshalb schwierig zu interpretieren. Wir
kümmern uns jedoch nicht darum, sondern lassen das CAS für
uns weiterarbeiten.

Zunächst erwarten wir, dass bei fehlender Reibung (k=0) die
Resultate für den senkrechten Wurf im Vakuum erscheinen. Im
Fall von a(t) kann dies direkt nachgewiesen werden, während v(t)
und s(t) für k=0 nicht definiert sind, so dass die Grenzwerte für
kÆ0 zu bestimmen sind:

3. Steigzeit und Steighöhe
Da die Geschwindigkeit im höchsten Punkt verschwindet, ergibt  

die Aufstiegszeit:

(2)

Die Wurfhöhe ergibt sich, indem s(tAufstieg) ausgewertet wird.
Das überraschend einfache Ergebnis für die Wurfhöhe lautet:

(3)

Durch Elimination von v0 aus (2) und (3) erhält man:

(4)

Falls x klein genug ist, gelten bekanntlich die Annäherungen 

tan x ª  x;  arctan x ª  x; In(1+x) ª  x.

Damit folgen aus (2) – (4) die Ergebnisse für den Fall wegfallen-
der Reibung:

Mit Hilfe von (2) können wir die obigen allgemeinen Lösungen
für Geschwindigkeit, Ort und Beschleunigung kompakter und
leichter interpretierbar schreiben:

Aus dem Ausdruck für die Momentanbeschleunigung ist der

Grenzfall leicht einsehbar.

4. Einfluss der Reibung auf Steigzeit und Steighöhe
Wie wirkt sich die Reibung auf den senkrechten Wurf aus? Die
Entwicklung der Aufstiegszeit gemäß (2) bis zur dritten Ordnung
ergibt:

Die nicht sichtbare Zusatzbedingung in der obersten Zeile lautet:
g> 2. Es folgt:

(5)

mit der Aufstiegszeit v0/g im Vakuum. Analog verfahren wir mit
der Wurfhöhe und erhalten

(6)

wobei v0
2/2g die Wurfhöhe bei fehlender Reibung ist. Ebenso

wie die Steigzeit hängt der relative Unterschied zwischen Wurf-
höhe ohne und mit Berücksichtigung der Luftreibung in niedrig-
ster Näherung vom Quadrat der Abschussgeschwindigkeit ab.

Der Widerstandsbeiwert einer idealen Kugel ist cw=0.45, die
Luftdichte sei konstant r =1.3 kg/m3. Wählen wir als Beispiel

Senkrechter Wurf mit Luftwiderstand – (k)ein Fall für CAS-Rechner) For tsetzung
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eine Kugel mit Radius 7.0 cm, also einem Querschnitt 
A = 0.015 m2, und Masse 1 kg, so ergibt sich k = 0.0045 m–1. Da
k sehr klein ist, weicht die nach (5) berechnete Steigzeit noch bei
einer Abschussgeschwindigkeit von 25 m/s um weniger als 10 %
von der Zeit im Vakuum ab.

Die folgende Abbildung zeigt den Verlauf der Geschwindigkeiten
von Styroporkugeln (Dichte ca. 20 kg/m3) der Durchmesser 
2 cm, 4 cm, 8 cm, ..., 64 cm, welche mit einer Geschwindigkeit
von v0=15 m/s abgeschossen werden. 
Für die Zeichnung greifen wir auf den Ausdruck für k 

zurück. A wird durch        und m durch ersetzt. Die

Werte für cw und r sind oben angegeben. Somit erhalten wir 

einen Wert von für k.

Im Funktionen Editor     tragen wir v(x)|d={.02,.04,.08,.16,
.32,.64} bei y1= und v0-g·x bei y2= ein. Für das Zeichenfenster
geben wir für x den Bereich von 0 bis 0,8 mit Schrittweite 0,1
und für y den Bereich von 0 bis 16 mit Schrittweite 4 ein und
erhalten so die nachfolgende Abb. 5.

Wie die Abbildung zeigt, erreicht die kleinste dieser Kugeln
ihren höchsten Punkt schon nach etwa 0,4 s. 
Die folgende Abbildung zeigt den Verlauf der Beschleunigungen
a(t) derselben Styroporkugeln:

Die Abbildung zeigt den Verlauf für a≥–40 m/s2, t≤0.5 s. Die
punktierte Waagrechte verläuft auf der Höhe –g.

Folgende Fragen stellen sich:
• Wie viel mathematisches Verständnis muss eine Schülerin

oder ein Schüler mitbringen, um die Ergebnisse des CAS-
Rechners richtig zu interpretieren und den Lösungsgang zu
erkennen?

• Wie komplex dürfen Terme in „exakten“ Resultaten sein,
damit eine physikalische Interpretation noch möglich ist?

• Wie entstehen die Grenzfälle für die Bewegung im Vakuum
aus der allgemeinen Theorie?

5. Lernaufgabe:
Untersuchung der Fallbewegung (Anfangsgeschwindigkeit
v0=0) unter dem Einfluss des Luftwiderstandes mit Hilfe eines
CAS-Rechners.
a) Stelle die Differenzialgleichung für die Momentangeschwin-

digkeit v(t) in Analogie zu den Überlegungen für die senk-
rechte Wurfbewegung auf.

b) Bestimme den allgemeinen Ausdruck für die Maximal-
geschwindigkeit (Grenzgeschwindigkeit) vµ, die ein Körper
asymptotisch erreicht.

c) Ermittle die allgemeinen Lösungen für die Momentange-
schwindigkeit, den Ort und die Momentanbeschleunigung.

d) Vergleiche den Verlauf der Momentangeschwindigkeit, der
Positionsfunktion und der Momentanbeschleunigung für die
Aufwärts- und Abwärtsbewegung grafisch. Interpretiere.

e) Entwickle für die Fallbewegung die Momentangeschwindig-
keit, Positionsfunktion und Momentanbeschleunigung in
niedrigster Ordnung nach dem Reibungsparameter k.

6. Lösungen der Lernaufgabe

a)

b)

c) + e)

Herzlichen Dank an Hans Rudolf Schneebeli für die anregenden
Gespräche und wertvollen Hinweise.

Der Autor:
Dr. Christian Lonsky, Evangelische Mittelschule Schiers
CH-7220 Schiers
E-Mail: christian.lonsky@bluewin.ch

Senkrechter Wurf mit Luftwiderstand – (k)ein Fall für CAS-Rechner) For tsetzung
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In einem Stromkreis sind eine Induktivität L und ein
ohmscher Widerstand R in Reihe geschaltetet. Der 

zeitliche Verlauf der Stromstärke beim Einschalten kann sowohl
mit einer rekursiven Folge als auch mit Hilfe einer Tabellenkal-
kulation diskret modelliert werden.
Dem Physikbuch entnehme ich, dass für die Stromstärke gilt:

, wobei I(0) = 0. Daraus folgt für die Änderungs-

rate der Stromstärke die Gleichung

Aus der Differentialgleichung folgt für die Änderung der Strom-
stärke DI (Zuwachs) in der Zeitspanne Dt die Gleichung

(1)

Allgemein gilt Zustandneu = Zustandalt + Zuwachs und damit
ergibt sich die Rekursionsgleichung für die Stromstärke

(2)

Zur numerischen Berechnung des Stromstärkeverlaufs benutzen
wir die Rekursionsgleichung und wählen folgende Werte:

(3)

Wenn keine Änderung des Stroms mehr eintritt, also U1–R· I=0
ist, ist der Einschaltvorgang beendet. Damit ergibt sich für die

Stromstärke die Schranke

1. Berechnung und Zeichnung mit Hilfe der rekursiven Folge
Der Rechner wird in den MODE SEQUENCE umgestellt,
die Rekursionsgleichung und der Startwert im # Editor 
eingegeben.

Die Wertetabelle kann mit ' betrachtet werden. Daraus 
ergeben sich dann sinnvolle Daten für das Schaubild, die im
$ Fenster eingegeben werden.

Umschalten in das % Fenster zeigt den Verlauf der 
Stromstärke.

2. Berechnung und Zeichnung mit Hilfe einer Tabellenkal-
kulation

Über die Applikationen wird
das Programm CellSheet™
aufgerufen und ein neues
Arbeitsblatt mit dem Namen

erzeugt.

Die Spalten A, B, C und E werden in Zeile 1 mit entsprechenden
Texten versehen. Die Breite der Spalten D und E kann man mit 
…n auf 3 einstellen und dann in Spalten E und F die Konstan-
ten (s. (3)) eintragen. Nun gibt man in den Feldern A2 und C2 mit
= 2 die Anfangswerte der Zeit und der Stromstärke ein. 

Nun werden in den Feldern A3 und B3 die ersten Rechen-
schritte durchgeführt:

A3: =A2+$F$5
B3: =($F$2-$F$3*C2)/$F$4*$F$5 (siehe (1))

Dabei ist sehr genau auf die relativen Zellreferenzen (A2 bzw. C2)
und die absoluten Referenzen $F$2 bis $F$5 zu achten!

Berechnung des Stromstärkeverlaufs bei
Selbstinduktion Ulr ich Scheu
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Nun können die Spalten ausgefüllt werden. 
Zuerst setzen wir den Cursor auf Feld A3, gehen mit ¸ in
die Eingabezeile, die nun markiert ist, sodass wir sie mit
kopieren können. EinN führt aus der Eingabezeile wieder in
das Feld A3 zurück. Dort öffnen wir mit …ª das Fill Range…
Fenster und kopieren mit ¥Ø die eben kopierte Formel. Der
Bereich wird auf A3:A51 festgelegt (um 50 Iterationsschritte zu
erhalten).

Nach zweimaligen¸!!! ! werden die Felder berechnet.

Ebenso wird mit der Spalte B verfahren.

Nach durchgeführter Berechnung enttäuscht das Ergebnis. Alle
Werte in Spalte B stimmen mit dem Anfangswert 0,005 überein.
Bei genauerem Hinsehen sieht man den Grund: Da sich die rela-
tive Zellreferenz auf die noch leere Spalte C bezieht, ändern sich
die Werte in Spalte B natürlich nicht.

(Das Arbeiten mit copy und paste hier ist etwas gewöhnungsbe-
dürftig. Die Ursache liegt in einem bug von CellSheet™: Im Fill
Range Fenster kann das nur über ‡ erreichbare $-Zeichen nicht
eingegeben werden.)
Für die Spalte C gestalten sich die Verhältnisse einfacher. Hier 
ist nur die Formel =C2+B3 (s. (2)) und der Bereich C3:C51
einzugeben.

Nach Berechnung des Arbeitsblatts werden sowohl die Strom-
stärke in Spalte C als auch die Inkremente in Spalte B richtig
gestellt.

Zum Zeichnen geht man mit „¨ in das Plots Setup Fenster,
trägt xyline für den Typ, Square für die Markierung und die
Bereiche A2:A51 für x– und C2:C51 für den y-Bereich ein.

Berechnung des Stromstärkeverlaufs bei Selbstinduktion For tsetzung
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Wählt man schließlich im $ xŒ[–0,1 .. 5,1; 0,5] und 
yŒ[–0,005 .. 0,06; 0,01] und setzt im% Fenster mit ¥ ! Ô
die Grids und die Axes auf ON so erhält man einen der Abb. 4
entsprechenden Verlauf der Stromstärke.

3. Zusammenfassung und Ergänzung
Da der Zuwachs des Stroms in (1) die Differenz aus einer 
Konstanten und einem Vielfachen der Stromstärke ist, handelt es
sich beim zeitlichen Verlauf der Stromstärke beim Einschaltvor-
gang um „ein beschränktes Wachstum“.
Die Lösung der Differentialgleichung kann man dem CAS über-
tragen. Die Prozedur deSolve zum Lösen von Differentialglei-
chungen, erhält man über …Ó.

In der uns geläufigen Schreibweise lautet die Stromstärke

Dieser Ausdruck zeigt, wie durch die Abb. 4 

und 14 bestätigt wird, dass sich die Stromstärke der Schranke

annähert, sie jedoch nie erreicht.

Die oben mit dem CAS-Rechner (Voyage™ 200) gelöste Aufgabe
der Iteration mit rekursiver Folge oder mit Tabellenkalkulation
kann man in gleicher Weise mit dem GTR (TI-83 Plus) bearbeiten.
Wegen des kleineren Bildschirms gestaltet sie sich jedoch 
weniger übersichtlich und es wird hier auf die Darstellung 
verzichtet. Das Lösen der Differentialgleichung ist jedoch dem
CAS vorbehalten.

Der Autor:
Ulrich Scheu
Siemensstraße 68
D-76327 Pfinztal

Anmerkung der Redaktion:
Der Autor dieses Beitrags ist Schüler der 13. Jahrgangsstufe
eines Gymnasiums. Die Arbeit wurde für ein Referat im Fach
Physik angefertigt.

Berechnung des Stromstärkeverlaufs bei Selbstinduktion For tsetzung
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Klausur- und Abituraufgaben spiegeln Inhalte eines
Unterrichtsgangs wider. Deshalb soll im Folgenden

kurz dargestellt werden, welche Inhalte in vier Semestern den
Unterricht geprägt haben. 

Kursinhalte:
12.1 Untersuchung von Interpolationsproblemen, Spline Funk-

tionen, höhere Ableitungsregeln. Rationale Funktionen,
Exponential- und Logarithmusfunktionen, lokale Approxi-
mation von Funktionsgraphen durch Kreise, Krümmung
von Graphen, Anwendungen im Straßenbau, Integrations-
verfahren mit Anwendungen (Volumen, Bogenlänge,
Fläche, Oberfläche), Hauptsatz mit Anwendungen

12.2 Berechnung von Hüllfunktion, Kegelschnitte, Kegelschnit-
te als Hüllfunktionen, Vektoren, Geraden und Ebenen,
Linearkombinationen, Abstands- und Winkelberechnun-
gen, Skalar- und Vektorprodukt, Verknüpfung zur Analysis
durch parametrisierte Darstellung von Funktionen, paralle-
le Kurven, Spiegelung einer Geraden punktweise an einer
Parabel, besondere Kurven (wie z.B. die Konchoide)

13.1 Tabellen und Matrizen, Materialverflechtung und Marktfor-
schung, besondere Matrizen, Gesetze für das Rechnen mit
Matrizen, lineare Gleichungssysteme, inverse Matrizen,
Codierung, Stücklisten-Problem, Input-Output-Analyse,
Wachstumsprobleme und Differentialgleichungen

Materialverflechtung; eine Abituraufgabe
aus Niedersachsen Wilhe lm Weisk i rch

C A S
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13.2 Matrizen in der Abbildungsgeometrie, Matrizenpotenzen,
Eigenvektoren, Maschinenüberwachung, Irrfahrten, Popu-
lationsdynamik magische Quadrate, Linearkombination,
lineare Hülle, Vektorraum.

Die Lösung der Aufgabe erfordert eine entsprechend umfang-
reiche textliche Auseinandersetzung mit den gegebenen
Problemen. Dies ist den Schülern allerdings nicht neu, da es 
im Unterricht und allen Klausuren Bestandteil der Aufgaben-
stellungen war.
Die Schüler haben alle einen TI-92 Plus in Dauerausleihe, d.h.,
dass im Unterricht, Zuhause und in den Klausuren der Rechner
zur Verfügung stand. Die Rechner werden von mir vorher einge-
sammelt und alle mit den gleichen zusätzlichen Bausteinen
gespeist, die wir im Unterricht erarbeitet haben. Über deren Ein-
satz können die Schüler dann selbst entscheiden.
Bei dieser Aufgabe handelt es sich um eine von zwei Aufgaben
gleichen Umfangs für einen Leistungskurs, so dass die Schüler
ca 150 min Zeit für die Bearbeitung hatten. Die Aufgabe ist von
mir konzipiert. Teile erhielt ich auf einer Tagung von Josef Böhm. 

Die Aufgabe
In einem Unternehmen werden die Grundmodule G1, G2 und G3
hergestellt und zunächst zu den Baugruppen B1, B2, und B3
zusammengestellt, um dann schließlich in einem weiteren
Fertigungsprozess die beiden Endprodukte E1 und E2 zu 
erzeugen. Die beiden Tabellen geben die jeweiligen Zusammen-
hänge wieder.

B1 B2 B3  E1 E2
G1 4 2 0  G2 0 2
G2 1 3 1 B1 3 0
G3 5 0 4 B2 7 1

B3 0 2

a) Stellen Sie den Produktionsprozess in einem Gozintographen
dar und bestimmen Sie den für die Bestellung von 100 ME
von G1, 200 ME von G3, 400 ME von B1, 300 ME von B2,
800 ME von B3, 1000 ME von E1 und 2000 ME von E2 
benötigten Produktionsvektor.
Erläutern Sie dabei Ihr Verfahren zur Bedarfsermittlung.
Erläutern und vergleichen Sie in diesem Zusammenhang

bzw.  

b) In der folgenden Tabelle werden die Rohstoffkomponenten
R1 bis R5 für die einzelnen Produkte und die Einkaufspreise
pro Materialeinheit dargestellt.

Ergänzen Sie den Gozintographen aus Teil a) und erläutern
Sie, dass die Matrix, die Sie unter „Rohst“ im TI-92 Plus auf-
rufen können, die zum ergänzten Graphen gehörige Gozin-
tomatrix ist. 
Erläutern Sie die Bedeutung der Matrix „Rohst2“. Gehen Sie
dabei insbesondere auf die erste Zeile und letzte Spalte ein. 
Erläutern Sie für die Bestellung aus Teil a) ein Verfahren 
zur Berechnung der Kosten für die einzelnen Rohstoffe
R1 bis R5.
Im Rahmen einer Kostenreduzierung bei der Produktion der
Endprodukte wird auch an eine Reduzierung bei der Materi-
albeschaffung gedacht. Es soll erreicht werden, dass die
Kosten des Endproduktes E1 maximal 2500 € betragen.
In Verhandlungen mit dem Lieferanten sollen neue Tarife für
die Rohstoffe R3 und R5 ausgehandelt werden. Geben Sie
begründet einen Verhandlungsspielraum für die Preisgestal-
tung bei den beiden Rohstoffen. 

c) Im Rohstofflager befinden sich nach der Fertigstellung der
Bestellung noch je 150000 ME der Rohstoffe R1 bis R3 und
je 200000 ME der Rohstoffe R4 und R5. 
Erarbeiten Sie mögliche Produktionspläne für Endprodukte,
wenn man beide
• in gleicher Menge
• in beliebigen Mengenzusammensetzungen haben will.

Die Matrix Rohst:

Lösungsskizze und Erwartungshorizont
a) Die Darstellung des Produktionsprozesses ergibt als Gozinto-

graph folgendes Bild: (Abb. 1) (5 BE)
Für die Bestimmung des Bedarfes bei vorgegebener Bestel-
lung erhält man den Produktionsvektor: [32300, 40100,
36400, 3400, 9300, 4800, 1000, 2000]. Da bei der Herstel-
lung von E2 durch die Einbindung von G2 eine Produktions-
stufe übersprungen wird, kann nicht über die Verknüpfung
der Teilmatrizen der Gesamtbedarf ermittelt werden. Es ist
vielmehr die Erstellung einer Verflechtungsmatrix G für den

Materialverflechtung; eine Abituraufgabe aus Niedersachsen For tsetzung

E V y x-( ) ◊ =
-1

E GOZI GOZI GOZI y x+ + + +( ) ◊ =2 3 ...

G1 G2 G3 B1 B2 B3 E1 E2 Preis/
Einheit

R1 2 1 4 0 2 0 0 0 3

R2 3 0 1 4 1 1 0 3 1

R3 1 4 0 2 7 0 0 0 5

R4 0 4 3 1 2 5 7 0 2

R5 5 4 0 3 0 0 0 0 6

R1 R2 R3 R4 R5 G1 G2 G3 B1 B2 B3 E1 E2

R1 0 0 0 0 0 2 1 4 0 2 0 0 0

R2 0 0 0 0 0 3 0 1 4 1 1 0 3

R3 0 0 0 0 0 1 4 0 2 7 0 0 0

R4 0 0 0 0 0 0 4 3 1 2 5 7 0

R5 0 0 0 0 0 5 4 0 3 0 0 0 0

G1 0 0 0 0 0 0 0 0 4 2 0 0 0

G2 0 0 0 0 0 0 0 0 1 3 1 0 2

G3 0 0 0 0 0 0 0 0 5 0 4 0 0

B1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0

B2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 7 1

B3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2

E1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

E2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Gesamtprozess in technologisch sinnvoller Weise notwen-
dig, d.h. die einzelnen Produktionsstufen sind auf oder
ansteigend anzuordnen. ( 9 BE)

Die beiden Verfahren bzw.   

führen zum gleichen Ergebnis, wie sich

leicht zeigen lässt. 

denn bei n Prodiktionsstufen ist Gn+1 die Nullmatrix.

Aus der letzten Gleichung

folgt, dass E–G die inverse Matrix                                zu ist.
(8 BE)

b) Den Graphen aus Teil a) sinnvoll ergänzen. Bei der Interpre-
tation und Erläuterung der Gozintomatrix ist der Aufbau in
seinen Grundstrukturen zu erklären – unterhalb der Hauptdi-
agonale nur Nullen, Elemente beinflussen ausschließlich die
höherer Ordnung, durch die technologisch sinnvolle Anord-
nung erkennt man eine Blockbildung, die die einzelnen Ver-
knüpfungen zwischen den Produktionsstufen sehr gut
erkennbar wiederspiegelt. (9 BE)
Aus der Entstehung von Rohst2 lässt sich an einer Aufzeich-
nung der Struktur von Rohst die Bedeutung der Zeilen und
Spalten – oder der einzelnen Blöcke – gut  herleiten und
erklären. Waren in der Matrix Rohst alle unmittelbaren Men-
genbeziehungen dargestellt, so zeigt die Matrix Rohst2 Men-
genbeziehungen, die über genau eine Produktionsstufe
bestehen – wie folgende Abbildung von Rohst2 zeigt: (siehe
rechte Spalte oben)
Es fehlt die Produktionsstufe der Grundmodule. 
Bilden wir Rohst3 so ergeben sich folglich Beziehungen über
2 Produktionsstufen. Rohst4 ergibt also eine Matrix mit lauter
Nullen, da es bei nur insgesamt 2 Zwischenstufen 3 Produk-
tionsstufen gibt.
Für die Bestimmung des Gesamtbedarfs muss noch der
Bedarf bedacht werden, der von den Modulen selbst erwar-
tet wird, der sog. Primärbedarf. Dies erreicht man durch hin-
zufügen der Einheitsmatrix oder Rohst0. Der Gesamtbedarf

ergibt sich folglich durch Rohstn.

Durch Multiplikation von G mit der Bestellung ergeben sich
die benötigten Rohstoffe: [268900, 167000, 264400, 322600,
332100] (10 BE)
Multipliziert man den Preis als Zeilenvektor mit den Roh-
stoffmengen als Spaltenvektor, so erhält man lediglich die
Gesamtkosten. Durch Multiplikation der benotigten Roh-
stoffmengen mit den Preisen als Zeilenvektor erhält man eine
Matrix, in deren Diagonale der Preis ablesbar ist.

Eine andere Möglichkeit die entsprechenden Kosten
zu berechnen besteht darin, den Kostenvektor zu einer quadra-
tischen Matrix mit dem Kostenvektor in der Hauptdiagonalen
zu ergänzen, um mit dem Rohstoffmaterialvektor multiplizieren
zu können. (8 BE)

Materialverflechtung; eine Abituraufgabe aus Niedersachsen For tsetzung

R1 R2 R3 R4 R5 G1 G2 G3 B1 B2 B3 E1 E2

R1 0 0 0 0 0 0 0 0 29 7 17 14 4

R2 0 0 0 0 0 0 0 0 17 6 4 19 3

R3 0 0 0 0 0 0 0 0 8 14 4 55 15

R4 0 0 0 0 0 0 0 0 19 12 16 17 20

R5 0 0 0 0 0 0 0 0 24 22 4 9 8

G1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 26 2

G2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 24 5

G3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 15 8

B1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

B2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

B3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

E1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

E2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Abb.3

Abb.2

Abb.1

E G y x-( ) ◊ =
-1 r r

E G G y x+ +( ) ◊ =2 r r
...

E G G G G G G En n+ -( ) + -( ) + + -( ) = ¤2 2 ........

E G G G G G G G En n n+ + + +( ) - + + + +( ) =+2 2 1.. .. ,

E G G G G E G G Gn n+ + + +( ) - + + + +(2 2.. .. )) = E

¤ -( ) + + + +( ) =E G E G G G En2 .. .

+ + + +( )E G G Gn2 ..

= ÂG
0

3



TI-Nachrichten 31

Materialverflechtung; eine Abituraufgabe aus Niedersachsen For tsetzung

Bei T3 Deutschland sind 3 Hefte zum Einsatz des GTR in der Sek.
I erschienen. Die Autoren wollen "den Kolleginnen und Kollegen
eine Anregung zu einem schülerorientierten Unterricht geben,
bei dem zur Umsetzung der didaktisch-methodischen Zielset-
zung mindestens der GTR als selbstverständliches unterstützen-
des Hilfsmittel ständig verfügbar ist", wie es im Vorwort heißt.
Bei den Autoren handelt es sich ausnahmslos um erfahrene
Kolleginnen und Kollegen aus dem Kreis der T3-Referenten.

Die Hefte enthalten Themenkreise aus der Sek.I sowie Anregun-
gen und Vorschläge, wie sie mit dem im Unterricht integrierten
GTR gelöst werden können. Dabei wird genügend Raum für
eigene Ergänzungen gegeben. Für den Lehrer liegen kopier-
fähige Aufgaben- und Arbeitsblätter vor, sodass die Beispiele
direkt im Unterricht umgesetzt werden können. 

Bisher sind 3 Hefte erschienen:
• Sibylle Stachniss-Carp: Zuordnungen
• Wilhelm Weiskirch: Lineare Zusammenhänge
• Alheide Röttger: Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Drei weitere Hefte dieser Reihe sind in Vorbereitung (und
dürften bis zum Erscheinen der vorliegenden TI-Nachrichten 
verfügbar sein).
• Klaus-Peter Röttger: Quadratische Funktionen – Parabeln
• Stefan Schlie: Kreise und Körper
• Dieter Stirn: Wachstum

Die Hefte können einzeln oder als Paket über den T3-Webshop
(www.zfl.uni-muenster.de/webshop) bezogen werden.

Neue T 3-Materialien W. Pröpper

Für ein Produkt E1 werden folgende Rohstoffmengen benötigt:
150 R1, 112 R2, 177 R3, 165 R4, 235 R5. 
Die Ungleichung 

2500 > R1·3 + R2·1 + R3·x + R4·2 + R5·y   oder
2500 > R1·3 + R2·1 + R3·y + R4·2 + R5·x 

führt zu der Form 
y < -0,753x + 6,843 oder y < -1,328x + 9,085
mit dem entsprechenden Lösungsgebiet für z. B. 
y < -0,753·x + 6,843 (4 BE)

(x-Bereich: [-1 .. 10]; y-Bereich: [-1 .. 8])
c) Für je ein Produkt E1 und E2 werden folgende Rohstoffmen-

gen benötigt: 195 R1, 132 R2, 214 R3, 229 R4, 273 R5. 
Dies führt zu den beiden Ungleichungen 
273x < 200000 für die Rohstoffe R1 bis R3 und 
214x < 150000 für die Rohstoffe R4 und R5, 
sowie dem Ergebnis von 700 Stück von jedem Endprodukt. 
Bei beliebiger Zusammensetzung muss noch der Rohstoff-
bedarf für ein Endprodukt E2 bestimmt werden, den für ein
Endprodukt E1 benötigte man schon in Teil b). 
Man erhält für E2 die Mengen 45 R1, 20 R2, 37 R3, 64 R4
und 38 R5. Dies führt zu den 5 folgenden Ungleichungen, bei
denen für E1 x und für E2 y gesetzt wird.

g1: 150x + 45y ≤ 150000
g2: 112x + 20y ≤ 150000
g3: 177x + 37y ≤ 150000
g4: 165x + 64y ≤ 200000
g5: 235x + 38y ≤ 200000

Durch die 5 Ungleichungen bekommt man ein Lösungsge-
biet, das skizziert und beschrieben werden muss. (8 BE)

Die Analyse eines neuen umfangreicheren Problems, seine
graphische Umsetzung in einen Gozintographen, die Anwen-
dung des Verflechtungsmodells auf einen Produktionspro-
zess, bei dem in einem Fall eine Stufe übersprungen wird, die
textliche Erläuterung des Verfahrens und die Interpretation
der beiden Gleichungen setzen gute Übersicht und Verständ-
nis voraus. Die ausführliche Erläuterung der Gozintomatrix
Rohst, die Interpretation von Rohst2 sind zwar grundsätzlich
vom Unterricht her bekannt, erfordern aber wegen der kom-
plexen Struktur dieses anspruchsvollen Modells gute Über-
sicht. Für die Kostenberechnung ist die Erstellung einer
besonderen Matrix sinnvoll. In diesem Zusammenhang ist
eine solche Fragestellung ebenso neu, wie die Frage nach
einem Lösungsgebiet. Dies trifft auch auf den gesamten Teil
c) zu. Hier ist insbesondere der zweite Teil auch noch kom-
plexer in der Interpretation, wie das Bild zeigt.

Literatur: W. Tysiak: Multiplikation von Produktionsmatrizen 
und Gozinto – Verfahren; MNU 51/4

Autor: Wilhelm Weiskirch
Landsbergstr. 21
D-31655 Stadthagen

Schule: Ratsgymnasium Stadthagen
E-Mail: w.weiskirch@teleos-web.de
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