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Mathematik in der Kaffeetasse

1. Problemstellung

Im Sommer sitze ich gerne mit einer Tasse Kaffee in der
Hand auf der Terrasse. Steht die Sonne glinstig, so lalt
sich auf der Flussigkeit manchmal eine helle Linie erken-
nen. (Abb. 1)

Abb. 1

Derselbe Effekt wird auch in gut polierten Edelstahl-

topfen in der Kiiche deutlich, falls eine geeignete Licht-

quelle eingeschaltet ist.

* Wie kommt diese Erscheinung zustande?

» Gibt es eine mathematische Beschreibung fir die
Form der beobachteten Kurve?

Zur Beschreibung des Sachverhaltes eignet sich die
Strahlenoptik. Eine weit entfernte Lichtquelle — wie etwa
die Sonne - erzeugt parallele Lichtstrahlen. Fallen diese
Strahlen auf eine reflektierende Flache, wie das Innere ei-
ner Kaffeetasse, so werden die einfallenden Strahlen
nach dem Gesetz der Gleichheit von Einfalls- und Refle-
xionswinkel reflektiert. In Abb. 2 ist der Verlauf eines sol-
chen Strahls dargestellt.
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Man betrachte die Punkte P(-r / r sin(a)),
T(-r cos(a) / r sin(a)) und Q(r cos(a) / r sin(w)) in Abb. 2.

Der Punkt S ergibt sich dann durch Spiegelung von T an
der Geraden g(0,Q).

Eine leichte Rechnung zeigt, dal S die Koordinatendar-
stellung S(-r cos(3a) / -r sin(3a)) besitzt, denn das Dreieck

0SQ ist gleichschenklig mit Scheitel O.

Fortsetzung auf Seite 3
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Editorial

Liebe Lehrerin, lieber Lehrer,

in der aktuellen didaktischen Diskussion wird
viel von einer veranderten Unterrichts- und
Aufgabenkultur gesprochen. Diese scheinbar
neuen Begriffe spiegeln nichts weiter wider,
als die bereits seit Jahrzehnten erhobenen
und leider zuwenig beachteten Forderungen
vieler Mathematiker, Didaktiker und — nicht
zuletzt — Lehrer. Neu und verstarkt ins offent-
liche Bewulitsein gertickt haben die hier vor-
gebrachten Vorstellungen unter anderem die
vielzitierte TIMS-Studie, sowie die nachfol-
genden BLK-Projekte zur Effizienzsteigerung
im Mathematikunterricht und zum selbsttati-
gen Lernen und die in zahlreichen Bundes-
landern durchgefihrten Tests. Um es frei mit
SCHUPP zu sagen, zwingt aber auch der
Computer, respektive der graphische und
mehr noch der symbolische Taschenrechner,
zum Nachdenken Uber Dinge, Uber die man
auch ohne Computer schon lange héatte nach-
denken missen. (SCHUPP 1993)

Selbstandiges, aktives und verantwortliches
Lernen und Anwenden von Mathematik durch
Schulerinnen und Schuler wird in diesem Zu-
sammenhang ebenso genannt wie der ver-
starkte Einsatz kooperativer Lernformen und

die Zulassung alternativer Wege bei der L6-
sung eines Problems. Diese methodischen
Veranderungen werden begleitet und unter-
stltzt durch Aufgaben, die offener, komplexer
und problemhaltiger sind als traditionelle. Das
Modellieren von Realitat und die innermathe-
matischen Verknupfungen fiihren zu einem
vertieften inhaltlichen Argumentieren und Ver-
stehen von Mathematik. Der Mathematikun-
terricht wird damit auch befreit vom steten
Blick auf die nachste Klassenarbeit.

Lohnenswertes Ziel dieser Anstrengungen ist
es, ein giltiges Bild der Vielschichtigkeit von
Mathematik zu entwickeln: Mathematik als
unentbehrliches Werkzeug zur Lebensbewal-
tigung, als wertvolles menschliches Kulturgut
und als Quelle von Freude und schopferischer
Freiheit.

S ol

Stephan Griebel
Schulbeauftragter
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2. Erste Experimente

Mit dem TI-92 kann der Verlauf eines Lichtstrahls von P
Uber Q zum Punkt S leicht dargestellt werden. Mit je ei-
nem Line-Befehl kdnnen die Strecken PQ und QS ge-
zeichnet werden. Dazu ist die Angabe eines konkreten
Winkels « erforderlich. Auch der Wert r des Kreisradius ist
anzugeben. Im Beispiel ist «=0.5 und r=1 gewahlt wor-
den. (Abb. 3)
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Zeichnet man zuvor aus dem y-Editor heraus einen Kreis
durch die Parameterdarstellung xtl1=r cos(t), yt1=r sin(t),
so ergibt sich Abb. 4:
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Eine Prozedur ,,strahl“ zum Erzeugen von Strahlen fiir be-
liebige Winkel « ist einfach:

strahl (o)

Prgm

Line -r, rksin(a), r¥cos(a),r*sin(a)

Line rxcos(a),rxsin(a), -rkcos(3%a), -rksin(3*a)
EndPrgm

Mehrfacher Aufruf dieser Prozedur mit unterschiedlichen
Werten fiur o liefert Abb. 5.
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3. Simulation

Um die mihsamen Einzelaufrufe der Prozedur ,strahl“ zu
vermeiden wird nun eine Prozedur ,katakaustik* benutzt,
welche die Konstruktion fiir eine ganze Reihe von Strah-
len ausfiihrt (Abb. 6).

katakaus()

Prgm

Local i

For i,-n/2,n/2,.08
strahl(i)

EndFor

EndPrgm
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Die Experimente mit dem TI-92 flhren zu der Vermutung,
dass die Gesamtheit der reflektierten Strahlen die beob-
achtete Erscheinung in der Kaffeetasse, die sogenannte
Katakaustik, erzeugen.

4. Approximation der Grenzlinie

Die Abbildung 6 148t vermuten, daR die Schnittpunkte der
reflektierten Strahlen die gesuchte Grenzlinie bilden. Um
dies weiter zu untersuchen werden die Schnittpunkte be-
nachbarter Geraden ermittelt. Dazu muf} zunéchst die
Gleichung fir einen reflektierten Strahl aufgestellt wer-
den: Fur den in Q(r cos(a) / r sin(a)) reflektierten Strahl
(Abb. 2) ergibt sich die Gleichung in Punktrichtungsform:
y —rsin(a)

X —rcos(a) = tan(20r).

Die rechte Seite der Gleichung wird mit ,,tcollect” zu
—(sin(a)r —sin(2a)x)
cos(2a)

vereinfacht. Durch diesen Term wird die Funktion f(x, «)
erklart (Abb. 7).
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1 pie Umdeklarierung der Variablen x und « ist wegen
eines sonst in Abb. 8 auftretenden ,Circular Definition
Errors” erforderlich. Beim TI-92 Plus entfallt dies.



(Bei diesen Umformungen sollte man sich, auch um Tipp-
fehler zu vermeiden, bei jedem Schritt der ,,ans(1)“ Funk-
tion bedienen.)

Benachbarte Geraden ergeben sich in der Geradenschar
f(x,a) durch nahe beieinander liegende Werte des Para-
meters «. f(x,a) und f(x,a+3) stellen in diesem Sinne be-
nachbarte Geraden dar, wenn 8 moglichst klein ist.

Die x-Koordinate des Schnittpunkts der Geraden, die zu
den Parametern o und a+3 gehdren, erhalt man durch
Auflosen der Gleichung f(x,a) = f(x,a+3) nach x (Abb. 8).
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Flr das weitere Vorgehen ist es von Vorteil dieses Ergeb-
nis in eine Funktion ,xwert(a)* zu kopieren, die dann den
zum Winkel o gehérenden x-Wert des Schnittpunktes
»benachbarter Geraden liefert.

xwert(a)

Func
(sin(a)*cos(2*(o+5))-cos(2*ka)*sin(a+d) )*r)/
(sin( 20 )*cos (2+(atd) ) -cos (2*a) *sin (2% (a+d) )
EndFunc

Den zugehdrigen y-Wert dieses Punktes erhalt man mit
der Funktion ,,ywert(a)*

ywert(a)

Func
fixwert(a),a)
EndFunc

Als Erfolg dieser Anstrengungen lasst sich der ungeféhre
Verlauf der Grenzlinie zeichnerisch darstellen, wenn die
Schnittpunkte fur verschiedene Werte von o gezeichnet
werden. Aufruf der Prozedur ,punkte* wenn r=1 und
8=0,05 leistet das Gewlinschte (Abb. 9).

punkte()
Prgm
Local i
For i,-n/2,n/2,.05
PtOn xwert(i),ywert(i)
EndFor
EndPrgm
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5. Allgemeine Loésung

Die gesuchte Kurve besteht aus den Schnittpunkten von
je zwei ,benachbarten* Geraden der Schar der reflektier-
ten Strahlen.

Der Schnittpunkte zweier Geraden, die sich im Parame-
ter um & unterscheiden, wurde in Abschnitt 4 bereits als
Ldsung der Gleichung f(x, ) = f(x, a+3) bestimmt. Fir die
exakte Losung ist zu berlicksichtigen, dass die Geraden
sich beliebig wenig im Parameter unterscheiden sollen.
Die gesuchte Kurve ist deshalb die Menge der Grenzla-
gen der Schnittpunkte jeder Geraden mit einer benach-
barten Geraden.

Esist also 'ignox zu bilden, wobei x die zuvor berechnete
Ldsung von f(x, o) = f(x, a+d) ist.

Diese Berechnung liefert fur x den Ausdruck
3r-c:s(a) _ r-coi(3a) (Abb. 10).
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Die y-Komponente ergibt sich durch Einsetzen der
gefundenen x-Koordinate in f(x, o) (Abb. 11).
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Damit hat man das gesuchte Endergebnis erhalten, das
zur Bestatigung noch graphisch dargestellt wird (Abb. 12
und 13).
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2 Man sieht sogar, dal mit Hilfe der Mathematik die Sonne von
zwei Seiten scheinen kann!



6. Anhang

Der Term fur die y-Komponente kann die viel einfachere
Form y = 3r-sin(a) B r-sin(3a)

4 4
Dann laRt sich die Parameterdarstellung der Grenzkurve
in der folgenden schdnen symmetrischen Form
schreiben:
= 3r-cos(a) 1-cos(3a) , _ 3r-sin(a) r-sin(3a)

4 4 4 4

Diese Kurve ist unter dem Namen Nephroide bekannt.
Leider gelingt es dem TI-92 nicht, den Term entsprechend
umzuformen. Die erforderlichen Handrechnungen sind
aber nicht zu aufwendig:

annehmen.

Die gesuchte Darstellung ergibt sich durch Einsetzen von

= 3r-cos(a) B r-cos(3a)

2 in f(x, a).

Flx,0) = x -sin(2a) — - sin(a) _
cos(2a1)
_ 1 sin(2a) - (3cos(a) — cos(3a)) — 4sin(ar) _
4 COS(OL)2 - sin(a)2

)3

™)

Wegen cos(3a) =4 cos(a)~ —3cos(a) wird daraus:

T (6cos(a) - 4COS(0L)3) -2sin(a) cos(a) — 4sin(a) _

(*) =

4 COS(OL)2 sin(a)2
=r-sin(a)- 3cos(e)” - 2055(004 -1
2cos(a)” -1
= 1 sin(o)- (cos(@)” =1) + 2005(0;)2 (1= cos(@)?) _
2cos(a)” -1
in(a)? - 2
— r-sin(a)- sin(a) (ZCoz(a) -1 _ sin(@)’.
2cos(a)” =1

Mit sin(3a) =3 sin(a) -4 sin(OL)3 ergibt sich
3r-sin(e)  r-sin3a)

schliellich y =
4 4
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Dr. Rainer Heinrich

Das erste Zentralabitur mit grafikfahigem
Taschenrechner im Freistaat Sachsen

Im Freistaat Sachsen ist seit 1996 die Verwendung gra-
fikfahiger Taschenrechner (GTR) am Gymnasium ab Klas-
se 8 verbindlich vorgeschrieben. Im Frihjahr 1999 wurde
erstmals in der Bundesrepublik ein Zentralabitur in Ma-
thematik mit Verwendung des grafikfahigen Taschen-
rechners (ohne CAS) geschrieben. Obwohl Lehrer und
Schiler u.a. durch Handreichungen und vorab veroffent-
lichte Beispielaufgaben vorbereitet wurden, sah man die-
sem Abitur mit viel Spannung entgegen.

Was war anders?

Auf den ersten Blick unterschieden sich die Aufgaben
kaum von denen vergangener Jahre. Das war zu erwar-
ten, denn schlieBlich schrieb der Lehrplan im wesentli-
chen dieselben traditionellen Inhalte fest. Allerdings an-
dert sich die Konkretheit der Aufforderungen an den
Schiler. Dieser muR erkennen, was er wie zu Papier brin-
gen soll. Aus der Aufgabenstellung muf? klar hervorgehen,
ob etwa Koordinaten lokaler Extrempunkte mithilfe der
Grafik des GTR abgelesen oder auf rechnerischem Weg
mithilfe der Differentialrechnung bestimmt werden sollen.

Dazu wurden u.a. folgende Festlegungen getroffen:

,,ES bleibt das Grundprinzip bestehen, daf3 in der Abitur-
prifung der Lésungsweg durch die Schiler deutlich er-
kennbar darzustellen ist (nachvollziehbar und in logisch
einwandfreier und gut lesbarer Form). Auch bei Nutzung
des GTR haben die Schiiler den Lésungsweg zu kenn-
zeichnen, z.B. indem sie in Kurzform die benutzten GTR-
Verwendungen oder die durch GTR-Programme realisier-
ten Hilfen bei der Problemlésung in nachvollziehbarer
Weise darstellen®.

Vom Grundsatz der Nachvollziehbarkeit des Ldsungs-
weges darf nur abgewichen werden, wenn dies aus-
driicklich erlaubt ist (z.B. durch Formulierungen wie ,,ge-
ben Sie an“ oder ,,nennen Sie").

Die Fixierung des Lésungsweges in Kurzform ist durch ei-
ne ausfuhrliche sprachliche Darstellung zu ersetzen,
wenn dies ausdriicklich verlangt wird (z.B. durch Formu-
lierungen wie ,,beschreiben Sie“, ,erlautern Sie").

Bei Aufforderungen ohne Einschrankung (z.B. ,.ermitteln
Sie“, ,bestimmen Sie“, ,,zeigen Sie“, ,untersuchen Sie“)
stehen dem Schiiler sowohl die Wahl der Losungsstrate-



gie als auch die Wahl der einsetzbaren Werkzeugebene
(numerische und grafische Werkzeugebene des GTR,
GTR-Programme) frei. Die Aufforderung ,,Berechnen
Sie...” schlie3t das Nutzen der grafischen Werkzeu-
gebene des GTR aus; Programme durfen naturlich
trotzdem verwendet werden.

Betrachten wir folgendes Beispiel:
Aufgabe A 1: (Analysis, Leistungskurs, Pflichtteil)

Gegeben sind Funktionen f5 durch
y = fa(x) = -x-In(ax*) (a€ER,a > 0:x €Dy ).

a) Geben Sie den grolRtmdglichen Definitionsbereich der
Funktionen f4 an, untersuchen Sie die Funktionen f, auf
Symmetrie und bestimmen Sie die Nullstellen sowie die
Koordinaten der lokalen Extrempunkte. Weisen Sie die
Art der Extrema nach. Ermitteln Sie eine
Gleichung der Funktion, auf deren Graph alle lokalen
Extrempunkte der Funktionen f; liegen.

Erreichbare BE-Anzahl: 10

Diese Aufgabe mufite auf traditionelle Art gelost werden.
Durch die Verwendung eines Parameters in der Kurven-
schar konnte der GTR ohne CAS zwar zur Kontrolle ein-
gesetzt werden, indem einzelne Vertreter der Schar gra-
fisch dargestellt worden, die Losungen selbst muf3ten per
Hand errechnet werden.

b) Zeigen Sie, dal die Graphen der Funktionen f; keine
gemeinsamen Punkte besitzen.

Erreichbare BE-Anzahl: 2

Auch dieser Nachweis muRte rechnerisch erfolgen. Der
GTR lieferte sogar ein zusatzliches Motiv fur die Bearbei-
tung der Aufgabe, da die Darstellung einer Auswahl der
Grafen der Schar leicht vermuten lief3, daR der Koordina-
tenursprung gemeinsamer Punkt sei.

Die Abbildung zeigt eine Kurvenschar fur a=0,1; 0,25;
0,5;1; 3.

c)Es gibt genau eine Gerade mit der Gleichung
y=c(cER,c >0),

die mit dem Graph der Funktion fy 1 genau zwei Punk-
te P1 und P, gemeinsam hat. Ermitteln Sie die Lange
der Strecke P1P».

Erreichbare BE-Anzahl: 2

Durch die Aufforderung ,Ermitteln Sie* standen den
Schilern alle Wege offen.

Die Darstellung mit dem GTR liefert den Ansatz:

Die beschriebene Gerade muR durch den lokalen Maxi-
mumpunkt des Graphen der Funktion verlaufen, nur in
diesem Fall existieren genau zwei gemeinsame Punkte.
Die y-Koordinate des lokalen Maximumpunktes konnte
sofort mit FMAX als y=2,3267 abgelesen werden.
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Abb. 3

Die Funktion y=2,3267 konnte im GTR dargestellt werden.
Anschliefend wurden mithilfe von INTERSECTION die
Koordinaten des Schnittpunktes dieser Funktion mit dem
Graph der Funktion fO,l ermittelt.

S1(-4178 1 2,3267), S,(L1612/23267)

%
IhEeFSgChion \
H=4i776BY4 [v=z3266739 |  App.4

Die Differenz der Schnittstellen lieferte die gewlinschte
Streckenlange: 5,3.

Der TI-85 verfiigt z.B. auch Uber die Routine DISTANCE,
die die Entfernung zweier Punkte ermittelt.
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Diese Teilaufgabe war fir den Schiler ohne GTR nicht
I6sbar.

d) Fur jedes a wird durch die x-Achse, die Tangente an
den Graph der Funktion f5 im Schnittpunkt S(x>0;0) mit
der x-Achse und durch die Gerade, welche durch den
Koordinatenursprung und den lokalen Maximumpunkt
bestimmt ist, ein Dreieck begrenzt. Weisen Sie nach,
daR alle so gebildeten Dreiecke zueinander ahnlich
sind.

Erreichbare BE-Anzahl: 3



Hier wird vom Schiiler ein rechnerischer Nachweis gefor-
dert, der Uber die Schritte:

» Anstieg der Tangente

» Anstieg der Geraden

* Nachweis der Unabhéngigkeit von a

e Begriindung mit Hauptahnlichkeitssatz

zum Ziel fuhrte. Der GTR konnte zur Veranschaulichung
und Kontrolle dienen.

AulRerdem sind Funktionen

2x

X2 +t2

hi durch y = h¢(x) = (teRt >0, xER)

gegeben.

e) Durch die Graphen der Funktionen fO,li ho und die
Geraden mit den Gleichungen x=1 und x=2 wird eine
Flache vollstandig begrenzt. Ermitteln Sie den Inhalt
dieser Flache.

Erreichbare BE-Anzahl: 2

Auch diese Aufgabe war ohne GTR kaum l8sbar. Da
durch die Aufforderung ,Ermitteln Sie* aber keine Ein-
schrankung der Werkzeugebenen des GTR gegeben war,
war die Lésung recht einfach. Die betreffenden Graphen
oder der Graph der Differenzenfunktion wurden im GTR
dargestellt und mit dem Integral-Befehl das bestimmte
Integral in den Grenzen von 1 bis 2 ermittelt.

Der gesuchte Flacheninhalt betragt etwa 1,7.
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Es folgte noch eine klassische Extremwertaufgabe:
f) Far jede Funktion h; wird fur jedes x (x e R, x > 0) durch
die Punkte O(0 / 0), Q(x / 0) und Py(x / h(x)) genau ein
rechtwinkliges Dreieck bestimmt. Jedes dieser Dreiecke
erzeugt bei Rotation um die x-Achse einen geraden
Kreiskegel. Berechnen Sie die Stelle xq in Abhangigkeit
von t, fur die das Volumen des zugehdrigen Kreiskegels
maximal wird.
Erreichbare BE-Anzahl: 4

Fazit:

Die Nutzung des GTR ist an vielen Stellen der Aufgabe zur
standigen Visualisierung, Veranschaulichung und zur
begleitenden Kontrolle mdglich.

Damit erhalt der Schuler groRere Erfolgschancen in der
Prufung. Rechenfehler werden schneller erkannt und
korrigiert, lange Irrwege verhindert.

Es existieren Aufgabenteile, bei denen der Schiiler nach-
weisen muB, daf er ,Rechnenkdnnen*im Sinne auch des
Rechnens und Umgehens mit zeitgeméaRen Hilfsmitteln
beherrscht. Diese Komponente des Rechnens konnte
friher nicht Bestandteil der Abiturprifung sein, sieht man
von herkdbmmlichen Taschenrechnern ab. Bei der unter-
suchten Aufgabe waren z.B. 4 von 25 Bewertungsein-
heiten nur durch den geschickten Einsatz des GTR zu er-
reichen. Der Anteil scheint angemessen.

Nur eine Aufgabe kann naturlich kein Bild vom séachsi-
schen Abitur vermitteln. Einige Formulierungen aus an-
deren Aufgaben deuten ,,Neues" an:

».Bestimmen Sie eine Gleichung der Zielfunktion und ge-
ben Sie die maximale Streckenlédnge an.*

»,Beschreiben Sie ein Verfahren zur Bestimmung einer
Gleichung einer Tangente in einem Punkt .... .

Nicht zuletzt soll auf die Mdglichkeiten verwiesen werden,
die sich Schiulern durch die Nutzung von GTR-Program-
men z.B. in der Analytischen Geometrie und der Stocha-
stik ergeben.

Literatur:
Abiturprifung 1998/99 Mathematik — Sachsen, paetec-
Verlag Berlin, 1999. ISBN: 3-89517-009-7

Autor:

Dr. Rainer Heinrich
Schonburgstrale 39
D-01108 Dresden



|deenbdrse - Lehrer schreiben fiir Lehrer

Die TI-Nachrichten sind ein Forum fir alle interessierten
und engagierten Lehrer der Mathematik und der
Naturwissenschaften. Wenn Sie Uberzeugt sind, dafl
graphische Taschenrechner einen hohen Wert fur Ihren
eigenen Unterricht haben, dann brauchen wir Sie. lhre
Ideen und Ihre Erfahrung erleichtern es lhren Kollegen,
graphische Taschenrechner sinnvoll und gewinnbrin-
gend im Unterricht einzusetzen.

In den TI-Nachrichten und auch im Internet méchten wir
fur Ihre Kollegen Artikel, ergdnzende Materialien und
Programme bereitstellen, die uns von Ihnen zugesandt
werden. Hierzu berat und unterstitzt uns ein derzeit
sechskopfiges Redaktionsteam von erfahrenen Lehrern
und T3*-Moderatoren:

Udo Amelung
(udo.amelung@uni-muenster.de)
Dr. Norbert Esper
(megesper@aol.com)

Dr. Karl-Heinz Keunecke
(kh@keukiel.netzservice.de)
Gregor Noll
(odsnoll@uni-koblenz.de)
Wolfgang Propper
(w.proepper@wpro.franken.de)
Wilhelm Weiskirch
(w.weiskirch@t-online.de)

Hinweise fur Autoren:

Ein Artikel fur die TI-Nachrichten sollte bei einer Schrift-
groRe von 12pt und 1,5-fachen Zeilenabstand eine Lan-
ge von 4-5 Seiten nicht Uberschreiten. Langere Abhand-
lungen kommen jedoch fur eine Veréffentlichung in Form
von Handreichungen in Betracht. Programme kdnnen im
Internet zum Download bereitgestellt werden.

Bitte verwenden Sie Formatierungen nur sparsam, d.h.
mdglichst nur Standardschriften wie Arial oder Times
New Roman und Symbol einschlie3lich TI-Key Font und
vermeiden Sie automatische Silbentrennung.

Versehen Sie die Bilder bitte mit Nummerierung und so-
weit nutzvoll mit einer Bildunterschrift. Verzichten Sie auf
Farbabbildungen, wenn es nicht unbedingt erforderlich
ist. Die Beitrage sollten in elektronischer Form als Word-
Dokument (*.doc) eingereicht werden; Bilder bitte sepa-
rat als *.tif-Dateien beilegen.

Wenn Sie mithelfen wollen, den sinnvollen Einsatz von
Graphikrechnern im Unterricht zu férdern, dann senden
Sie lhre Beitrage per Diskette oder e-Mail an einen der
Redakteure oder an

Texas Instruments -E&PS-, TI-Nachrichten,
Haggertystr. 1,

D-85356 Freising,

ti-schule-de@ti.com, Fax: 08161-804907

Josef Glackler

tinsatz des T1-02 im MU der S| am Gymnasium

Der folgende Text enthalt Ausschnitte eines Erprobungs-
berichtes zum Einsatz des TI-92 in den Klassen 7 bis 10
eines Gymnasiums. Der ungekirzte Bericht findet sich
auf dem rheinland-pfélzischen Bildungsserver unter
www.bildung.rp.schule.de/LMZ/mathel_berichte.pht

Einsatzmaoglichkeit in KI. 10
Aus den Lehrplanthemen:

10.1 Funktionen

10.2 Berechnungen am Kreis

10.3 Darstellung und Berechnung von Kérpern
10.4 Trigonometrie

10.5 Potenzen, Wurzeln, Logarithmen

werden hier kurz die Abschnitte 10.2, 10.4 und 10.5 dar-
gestellt.

Berechnungen am Kreis

Die archimedische Methode zur Bestimmung von = Uber
eine Folge von n-Ecken lasst sich ebenso schén pro-
grammieren wie z. B. die Monte Carlo-Methode.

Hier folgt nun eine Version nach Archimedes, wie man sie
in Schulbiichern findet:
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Sie liefert folgende Ergebnisse (zuerst die ersten 10, dann
weitere 10 Néherungen)
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Die letzte Naherung sieht etwas verdéchtig aus. Beim Er-
héhen auf 28 Naherungen wird es ganz schlimm:
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Das Ergebnis entfernt sich von dem gesuchten Grenzwert
und wird schlief3lich konstant 0.

Die Frage ist, warum das archimedische Verfahren hier
versagt, obwohl doch alles logisch richtig ist.

Eine kleine Anderung behebt den Fehler: Wenn man in der
Zeile, in der die neue Seitenlange berechnet wird, ent-
sprechend erweitert, sodal? die Differenz verschwindet
und dafiir einer Summe Platz macht, ist alles klar:
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Das Stabilitatsproblem entsteht also durch die Differenz,
und zwar werden durch die Differenz fiihrende Nullen er-
zeugt. Damit bleiben nur noch wenige gltige Ziffern
Ubrig. Dieses Problem wird durch die Umformung ver-
mieden.

Trigonometrie

Bei der Einfuhrung der trigonometrischen Funktionen
kann der T1-92 sehr schnell sehr viele Beispiele von recht-
winkligen Dreiecken liefern und damit die Konstanz der
entsprechenden Seitenverhaltnisse demonstrieren:
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Bei Anwendungsaufgaben kann man, wie schon oft er-
wahnt, Variablen benutzen, die Formeln als Funktionen ein-
geben und so die Berechnungen durchsichtig gestalten.
Bei der Betrachtung zyklometrischer Funktionen kann
man den TI-92 wieder als Funktionenplotter einsetzen.
Man kann dabei z. B. entdecken lassen, dass die Super-
position zweier Sinusfunktionen mit der gleichen Winkel-
geschwindigkeit wieder eine Sinusfunktion mit derselben
Winkelgeschwindigkeit ergibt.
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Potenzen, Wurzeln, Logarithmen

Je komplexer und aufwendiger die Berechnungen wer-
den, umso mehr lohnt sich der Einsatz des TI-92. So kann
man z. B. mit dem TI-92 sehr schnell Intervallschachte-
lungen zur Bestimmung von Potenzen mit rationalem Ex-
ponenten programmieren und laufen lassen (hier am Bei-
spiel von \B/ﬂ)). Diese Intervallschachtelung kann man
zwar auch von Hand machen, aber wenn das einmal
durchgefiihrt und das Prinzip verstanden wurde, reicht
das. Den Rest kann der Rechner besorgen
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Wie beim Thema Funktionen ist auch hier der Funktio-
nenplotter sehr gut einsetzbar. Darliber hinaus kann man
mit den Befehlen DRAWFUNC und DRAWINV Funktio-
nen und ihre Umkehrrelationen zeichnen lassen und dar-
an die GesetzmaRigkeiten von Exponential- und Loga-
rithmusfunktionen erkennen
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Allgemeine Bemerkungen

* Der TI-92 erweist sich fur fast alle Gebiete der Mathe-
matik als eine starke und meist unkomplizierte Hilfe fiir
die Unterrichtsgestaltung, sowohl fiir die Erarbeitung
als auch zum Uben. Die aufgefiihrten Beispiele sind nur
eine kleine Auswabhl.

« Die Motivationssteigerung ist beim TI-92 wie beim
normalen PC-Einsatz festzustellen. Beim TI-92-Einsatz
entfallt der Aufwand, in den PC-Raum zu wechseln.
Der TI-92 lasst sich somit harmonischer in den Unter-
richt integrieren.

« In manchen Situationen kann der TI-92 zu viel. Die
Menus sind nicht auf den Kenntnisstand der Schiler
anpalibar. Dies fuhrt manchmal zu Problemen. ,For-
schende* Schiler entdecken die Moglichkeiten des
TI-92 sehr schnell und sind dann enttauscht, wenn sie
langere Umwege gehen mussen, wo der TI-92 elegan-
te kurze Losungen anbietet.

= Ich habe den TI-92 bei Uberpriifungen nicht zuge-
lassen, da
1. nicht jeder Schiler sein eigenes Gerat hatte und bei
Weitergabe von Geraten wahrend eines Tests wohl
auch die Ergebnisse mitgewandert wéaren,
2. computergelbtere Schiler durch den TI-92-Einsatz
bevorzugt gewesen waren. Dies war Anlass zu einigen
Frustrationen.

Abschliel3end bleibt festzustellen, dass ich den TI-92 trotz
haufigen Einsatzes bei weitem nicht ausreizen konnte
und daB ich immer noch und immer wieder das Hand-
buch hinzuziehe und dazulerne. Das Experiment geht
weiter.

Autor:

StD Josef Glockler,
Heinrich-Wothe-StralRe 12
D-55122 Mainz



Giinter Heitmeyer, Stadthagen

Eine Methode zur Herleitung von Summenformeln

Ein Beispiel fir Beweise in der Mathematik — trotz TI-92, aber mit T1-92

Der T1-92 bietet die Losungen fur die Summenformeln an.
Dennoch ist es sinnvoll, die Frage nach einem mdéglichen
Algorithmus zu stellen, der zu den Formeln fihrt. Dabei
kann — wie die folgenden Aufzeichnungen zeigen — der
TI-92 mit seinen Mdglichkeiten lineare Gleichungs-
systeme zu l6sen — mit rationalen Koeffizienten sogar
exakt — eine entscheidende Hilfe sein.

Die traditionelle Methode
Herkdmmlich werden die Summenformeln fir r=1 und r=2
wie folgt gel6st:
n
DerFallr=1:81= Yk=1+2+3+...+n
k=1
Man schreibt die Summe zweimal, aber in gegensatzli-
cher Reihenfolge an und addiert:
St+= 1 + 2 + 3 +.+ n
Si= n + (n1) + (n2) +..+ 1
2S1= (n+1) + (n+1) + (n+1) +... + (n+1)

n-(n+1)

Auflosen nach Sq liefert: S1= >

n
Der Fall r=2: §p= S k2 =17 +22+3%+  +n?
T

Hier formt man die 3. Potenzsumme uber k+1 um:

i(k+1)3=i(k3+3k2+3 k+1)=
>

|

n n n
=Ek3+32k2+32k+n
1 1 1
Umsortieren liefert:
n 3 n n n
Sk+1)°-SKk3=33k2+3Y k+n
1 1 1 1
Nun fasst man die linke Seite zusammen
(n+13-1=3-S, +3-¥+n

und erhalt schlieBlich (ggf. mit Hilfe des TI-92):

nn+1)(2n+1)
2= 6

Analog kdnnte man dann die Summe der 3-ten Potenzen
bilden, usw. Dieses Verfahren wird fiir jedes folgende n
umfangreicher, weil man die Summenformeln fur die vor-
angehenden Werte von n alle bestimmen mufite.

Ein neuer Weg
Besser ist es, sich die Struktur der bisherigen Formeln
anzusehen:

Summenformel der 1-ten Potenzen:
Polynom 2. Grades mit rationalen Koffizienten

Summenformel der 2-ten Potenzen:
Polynom 3. Grades mit rationalen Koffizienten

Vermutung:
Fir beliebiges r ergibt sich ein Polynom (r+1)-ten Grades
mit rationalen Koeffizienten.

Fir r=5 fuhrt dies zu folgendem Ansatz:
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ZUM2 DES ERACT FUHC 4/%0 Abb.1

Bedingungen fir die Koeffizienten (1)
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ZUM2 DES ERACT FUHC BAZ0 Abb. 2

Bedingungen fir die Koeffizienten (2)

Die Matrix Ma des Gleichungssystems bzw. die rechte
Seite rs wird eingegeben und die Lésung im Exakt-Mo-
dus mit Hilfe des Befehls simult bestimmt. Die errechne-
ten Werte flr a, b, ¢, ..., g werden in p(n) eingegeben:

via Hl;égr*a I:Fagfc. thpu;r* F'r*ngmID I:lnz-arEE a—Z...

512
Bsimultima, rsl + loe o}

-1-12

o]

o] ]
mloe[l,1]+a 1.6
B ]loe[2,1]+h 1.2
ue[2,1]+h
SUMz DEG ERALT FUNL 3720 Abb. 3

Berechnung der Koeffizienten
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Summenformel

Mit dem Befehl factor(p(n)) wurde die Ubereinstimmung
mit der vom TI-92 ausgegebenen Formel erzeugt. (ggf.
kann auch mit expand gearbeitet werden).

Der Beweis:

Die hergeleitete Formel ,,stimmt* fir n=1 bis n=7. Fur
héhere Werte ist sie nicht Uberprift worden. Dies ge-
schieht jetzt mit der Beweismethode der ,,Vollstdndigen
Induktion®:

(1) Induktionsvoraussetzung:
Die Aussage der Formel ist wahr fir n=1.

(2) Induktionsannahme
Die Aussage der Formel gelte fur n=x.

Behauptung:
Dann gilt sie auch fur n=x+1.

Beweis:

Die Induktionsvoraussetzung ist erflllt. Es muf} noch ge-
zeigt werden, daf} p(x)+(x+1)5 mit p(x+1) Ubereinstimmt.
Dies kann mit dem TI-92 im Exakt-Modus geschehen:
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Vergleich p(x+1) mit p(x)+(x+1)5
(3) Aus (1) und (2) folgt die Gltigkeit der Aussage fur alle n.

Das Verfahren der ,Vollstandigen Induktion“ ist ein in der
Mathematik sehr hdufig gewahltes Beweisverfahren, es
ist aber nicht konstruktiv, d.h. man kann eine Vermutung
ggf. nachweisen, die Aussage - hier die Losungsformel —
muR aus anderen Uberlegungen entstehen. Wegen der
Wichtigkeit der Summenformeln fir die Integralrechnung
ist hier eine Gelegenheit, diese Problematik aufzuzeigen.

Autor:

Glinter Heitmeyer

Parkstr.6

D-31655 Stadthagen

Schule: Ratsgymnasium Stadthagen

Karl-Heinz Keunecke, Kiel

Dorsicht bei Gleichungssystemen mit Parametern:

rref() lost nicht alle!

Zur Losung linearer Gleichungssyteme mit einem Com-
puter-Algebra-System bietet es sich an, die Funktionen
zur Bearbeitung von Matrizen zu verwenden. Mit Hilfe der
Befehle fur elementare Zeilenumformungen (Multiplika-
Otion einer Zeile mit einer Zahl, Addition zweier Zeilen)
kann ein lineares Gleichungssytem (LGS) bzw. die zu-
gehorige erweiterte Koeffizientenmatrix schrittweise so
umgeformt werden, daf eine Matrix in Dreiecksform oder
in Diagonalform entsteht. Daraus ist dann die Losung so-
fort abzulesen. Auf diese Weise kénnen sich Schulerinnen
und Schuler im Unterricht vollstdndig auf das Erlernen
des Losungsalgorithmus konzentrieren, denn die nume-
rische Arbeit Ubernimmt das CAS des Taschenrechners.
Interessiert dagegen nur die Lésung des LGS, so kann
man mit nur einem einem Befehl bereits die Dreiecksform
oder die Diagonalform erhalten.

Nach Eingabe der erweiterten Koeffizientenmatrix eines
LGS kann man sich mit dem Befehl rref() von TI-89 und
TI-92 die sog. reduced row-echelon-form (Diagonalform)
der Matrix berechnen lassen, aus der dann die Lésungen

des linearen Gleichungssytems direkt abgelesen werden
konnen. Dies zeigt das folgende Beispiel.

2x+y-3z=4 2 1 -3 4
X+y+z=0 = |1 -1 1 0| =
3x-y-z=2 3 -1 -1 2

10 0 2 X=2
= (010 3| = y=3
00 11 z=1
Das Verfahren kann auch auf Gleichungen angewendet

werden, in denen Parameter auftreten. Im nachsten Bei-
spiel ist t eine beliebige reelle Zahl.

3x-2y+z=2t 3 -2 1 2t
5x-4y-z=2 = |5 -4 -1 2 =
X-3y-2z2=2t+6 1 3 -2 2t+6

10 0 t+1 x=t+1
= [0 1 0 t+1] = y=t+1
0 0 1 t-1 z=t-1



Allerdings kann man nichtimmer die Losung aus den mit
dem Befehl ref() (Dreiecksform) oder rref() (Diagonalform)
berechneten Matrizen ablesen. Wé&hlt man z.B. das fol-
gende System mit k e Re

2x+6y-3z=-6
(1) 4x+3y+3z=6 ,
4x -3y +9z =k

so liefern TI-89 und TI-92 nicht die richtige (vollstandige)
Losung. Auf die erweiterte Matrix des LGS istin Abb1. der
Befehl rref() angewendet worden.
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Berechnung der Diagonalform der erweiterten Koeffizientenmatrix
mit rref().

Aus dem Ergebnis hat man zu folgern, daR das
Gleichungssytem fir alle k e Re keine Lésung hat. Die
unterste Zeile bedeutet Ox+0y+0z=1 und stellt somit eine
falsche Aussage dar.

Dieses Ergebnis ist offensichtlich nicht korrekt. Denn fir
k=18 erhalt man doch eine L&sung, wie aus der Kopie des
Bildschirmes in Abb.2 erkennbar ist.
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Berechnung der Diagonalform mit rref() fur k=18.

Man liest als Lésung ab,

k=18:x=—%z+3 AYy=2-2, 2ERe,

mit z als einem frei wahlbaren Parameter.

Es fragt sich nun, warum die Losung fur k=18 von dem
CAS nicht erkannt wird. Die Ursache ist naturlich der L6-
sungsalgorithmus des jeweiligen CAS. Aber auch ohne
diesen im Detail zu kennen, kann man im Unterricht er-
klaren, warum die obige Ldsung Ubersehen wird. Dazu
braucht man nur die Lésung schrittweise durch elemen-
tare Zeilenumformungen zu bestimmen. Dies l&R3t sich mit
den Befehlen des TI-89 und des TI-92 sehr einfach durch-
fuhren. Mit dem Befehl mRow (Faktor, Matrix, n) multipli-
ziert man die Zeile n mit Faktor. Der Befehl mRowAdd
(Faktor, Matrix, n, m) erlaubt es, die Zeile n mit Faktor zu
multiplizieren und zur Zeile m zu addieren. Im folgenden
wird das System mit den angegebenen Befehlen geldst.

Zunéchst ist Zeile 1 mit =2 multipliziert und zu Zeile 2
addiert worden (Abb.3).
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Zeile 1 mit —2 multiplizieren und zu Zeile 2 addieren.
Dann wird die Zeile 1 nochmals mit -2 multipliziert und zur
Zeile 3 addiert (Abb. 4).
1 Fzr Fzr Fyr FE& Fa*
- Elﬁlgebr‘a Calc|Other [PranI0|Clean Up
[4 = 2 k]
2 B -3 -6
= mRowAdd -2,|0 -9 9 18).1.,3

4 -2 92 k
26

36
g -3 9 1z
0 -15 15 k+12]

[EI,"E","},iB][4,'3,9,k]],1,3)
AN

EAD AUTO ZEQG BAZ0 Abb. 4

Zeile 1 mit —2 multiplizieren und zu Zeile 3 addieren.
Zur Vereinfachung wird Zeile 2 durch -9 (Abb.5)

w2 n1 gebralcs oot her [Pramio[c1ean Us
& -15 15 k+12]
T & -3 -6
-mRuu[-ixa,[a a9 18 ]2]
B -15 15 k+12
[2 & % -6

@1 -1o-z2
B -15 15 k+12]
mBow¢l A2 [[2,. 6,3, "6100,.4,."1,.

[ALIL] EAD AUTO ZEG 9430 Abb. 5

Zeile 2 mit —1/9 multiplizieren.
und Zeile 1 durch 2 geteilt (Abb.6).
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Zeile 1 mit 1/2 multiplizieren.
Um die Diagonalform zu erhalten, wird in Abb.7 Zeile 2
mit -3 multipliziert und zu Zeile 1 addiert.

I‘Fi T Fev Tr3v]’ruv]’ FE T FE™ ]’
va AlgebralCalc|0ther|PrgnldClean Up

[ -15 15 k+12)

1 3 -302 -3
lmRDded['S,[EI 1 -1 -2 ],2,1]
o -15 15 k+12
1 0 32 3
o1 -1 -2

0 -13 15 k+12]

L —1,.72100,-15,15, k+1211.2.13>
AIN

] FAD AUTD SEG_1drz0 Abb. 7

Zeile 2 mit =3 multiplizieren und zu Zeile 1 addieren.
Dann ist noch in Abb.8 Zeile 2 mit 15 zu multiplizieren
und zur 3. Zeile zu addieren.
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Zeile 2 mit 15 multiplizieren und zu Zeile 3 addieren.

Aus der untersten Zeile der in Abb. 8 berechneten Matrix
erkennt man, daB hier eine Fallunterscheidung k = 18
oder k # 18 erforderlich wird. Im ersten Fall ist das Glei-
chungssytem l6sbar und im zweiten nicht. Die Lésungen
fur den zweiten Fall kénnen nach weiteren Umformungen
wieder direkt abgelesen werden:

k=18:x=—%z+3 Ay=2-2, zZERe,

Die CAS von TI-89 und TI-92 haben diese Fallunterschei-
dung nicht durchgefiihrt, sondern die letzte Zeile uner-
laubter Weise durch (k — 18) geteilt. Auch mit den T189/92-
Befehlen ist das - eigentlich konsequenter Weise —
moglich, wie man in Abb. 9 sieht.
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Division von Zeile 2 durch (k-18)

Das Ergebnis ist identisch mit dem Ergebnis des Befehls
rref() in Abb.1. Die fehlende Fallunterscheidung bzw. die
unerlaubte Division tritt nur auf, wenn bei Umformungen
der Matrix die Elemente einer Zeile 0 sind, oder einen von
Parametern abhangigen Term als gemeinsamen Faktor
haben (im Beispiel ist das k-18 in Zeile 3). Das angefihr-
te Beispiel ist kein Einzelfall. Bei LGS mit Parametern, bei
denen der Rang der Koeffizientenmatrix nicht mit dem der
erweiterten Koeffizientenmatrix tibereinstimmt, kann man
die vollsténdige Losung im allgemeinen nicht mit ref()
oder rref() bestimmen. Homogene Gleichungssysteme
dieser Art kdnnen nur in Ausnahmeféllen mit den an-
gegebenen Befehlen korrekt gelést werden.

Autor:
Dr. Karl-Heinz Keunecke,
kh @ keukiel.netzservice.de

Reinhard Kind

fum empirischen Gesetz grofer Zahlen

In vielen Schulbiichern findet man Merksétze wie die folgenden (aus Klassenstufe 7):

Obwohl der Ausgang jeder einzelnen Beispiel:

zufillig und daher nicht vorhersehbar ist,
schwanken die dabei ermittelten relativen
Hiufigkeiten mit zunehmender Versuchs-
anzahl immer weniger um einen festen ]
Wert. 0.5 1
Die Wahrscheinlichkeit cines Ergebnisses
gibt an, welche relative Hiufigkeit man bei
hdufiger Versuchsdurchfithrung fir dieses

Durchfithrung eines Zufallsversuches rein  Werfen einer Reiflzwecke S = { 4. & }

| relative Hiufigkeit

&

Ergebnis erwarten kann. Sie ist der Wert,

um den die relativen Hiufigkeiten schwanken. Daher lassen sich Wahrscheinlichkeiten
erst nach vielen Versuchsdurchfiihrungen cinigermallen genau bestimmen. ’

Versuchsanzahl

Abb. 1

Im Unterricht wird man dazu die realen Experimente auch
durchfihren (Munze, verschiedene Wirfel, Reizwecke).
Oft ergeben sich dabei jedoch Ergebnisse, die den ge-
winschten Effekt nicht zeigen. Die Diskussion daruber ist
immer lohnend (keine vergleichbaren Voraussetzungen
beim Werfen, ...). Hilfreich fur die Formulierung des empi-

rischen Satzes waren jedoch Versuchsreihen, welche die
Stabilisierung der relativen Haufigkeiten auch zeigen. Hier
lieRe sich der Einsatz eines Zufallsgenerators rechtferti-
gen. Das Kennenlernen der sogenannten ,,Monte-Carlo-
Methode* geh6rt m.E. mit zur Allgemeinbildung, weil es in
vielen Bereichen auch tatsachlich zur Anwendung gelangt.



Mit Hilfe des TI-92 lassen sich solche Graphen wie oben
im Merksatz erzeugen. Bis auf die Programmierung der
Funktion abshaeuf, welche die absoluten Haufigkeiten
eines Elementarereignisses in einem Versuchsergebnis
zahlt, sind alle Bestandteile leicht verstandlich.

Fyw Fa+
- {— Enntr*nl I/III e Flnd . [Mode
igbshacsufcliste, merkmal}

urc
fLocal i.wert
'D+wert
fFor_i,l.dimdlistex

-IF listelil=merkmal Then
fwert+lwert

PEndlf

fEndFar

fwert

fEndFunc

HalH FAD AUTO FUHC Abb. 2

Im HOME-Editor wird demonstriert, wie man

» Zufallsergebnisse ermitteln kann (Simulation eines
realen Experimentes),

 eine bestimmte Anzahl davon in eine Liste eintragen
kann,

« die absolute Haufigkeit eines bestimmten Ereignisses
in einer Liste bestimmen kann,

« die relative Haufigkeit ermitteln kann.
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B pralhasufi&, 60, 5 1160

B alhaeuf(?, 12, 1) =
relhaeuf<C2 412 1>
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Bendtigt werden folgende Befehle:

= rand(m) liefert eine nattrliche Zufallszahl von 1 bis m.

« seq(rand(m),k,1,n) liefert eine Liste von n natirlichen
Zufallszahlen von 1 bis m.

= abshaeuf(a,i) liefert die Anzahl, wie oft das Ergebnisiin
der Liste a vorkommt.

« relhaeuf(m,n,i) liefert die relative Haufigkeit, mit der das
Ergebnis i in der Liste der Zufallszahlen von 1 bis m bei
n Versuchsdurchfihrungen vorkommt.

Beispiele:

m=6; n=10; i=3: 10-maligesWerfen mit einem gewdohnli-
chen Wiirfel; Auswertung nach der Zahl 3

m=2 : Werfen mit einer Miinze;

m=4 : Werfen mit einem Tetraeder

Fyw Fa+
- {— Enntr*nl I/III e Flnd . [Mode
-relhaeuF(Flaechen uersuche mer-kmall

ah5haeuF(5eq(Pahd(FIaech9h) ka1, wersuch
21, merkmal yAversuche
tEndFunc

HalH FAD AUTO FUHC Abb 4

Man kénnte auch nur eine einzige Funktion benutzen, die
alles in sich vereinigt. Die Aufteilung in zwei Funktionen
abshaeuf und relhaeuf hat aber den Vorteil, dal} man die
beiden wichtigen Begriffe unabhéngig testen kann.

Die Funktion relhaeuf(m,n,i) tragt man im SEQUENCE-
Modus im Y=-Editor ein. Fir m und i werden konkrete
Werte gewdhlt.

HalH FAD AUTO SEQ Abb. 5

Im WINDOW-Editor kann man nmax, also die Anzahl der
Versuchsdurchfuhrungen, einstellen..

1| _Few

- f—|Zoom
nmin

niras=
plntstrt 1.
plotzfep=1.
Hmin=-Z.
®max=ol.
wsol=10,
umin=-.
yrax=1,
yscl=.1

2
1

HalH FAD AUTO SEQ Abb. 6

Die Werte fur die relative Haufigkeit kann man direkt in der
Applikation TABLE ansehen.

§ S
L7143
]
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]
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=
=
x|

FAD AUTO SEQ Abb. 7

Fir den Graphen mufR man im Y= -Editor die Option AXES
auf CUSTOM mit x-Axis auf n und y-Axis auf u einstellen.

Few
v{— Elalal ] Ed1t v’ FIll Stule lees...
‘.H.uTls 1 - -,
v oyl=e RHES
uié=l A n
2= est H,!Hmi
uizZ= Hieldei dehin
3= H Hx15- N+
uiﬁ= W Axis: L
u =
ul_iéf (Enter=SAUE ) CESC=CAHCEL >
uig=
uil=
UZE £ AWD % T0 OFEH CHOICES Abb. 8
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20 4 (=1 =] n -
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Mit F4 ist sofort eine neue Serie mit den gleichen Para-
metern darstellbar. Die Zufallszahlen werden neu gewahit.
Man kann aber auch gleiche Serien erzeugen, wenn man
in die Funktion abshaeuf den Befehl randseed mit auf-
nimmt.

Zusétzlich kénnen im Graphen auch Streifen um den Sta-
bilisierungswert mit eingezeichnet werden.

1 Few | F% Fy FEw | _FE™ [F7
- E Zoan|Trace|Resr-aph|Math (Oraw] -

1@ 20 eAn] 40 =108
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Demonstriert wird jeweils die Stabilisierung der relativen
Haufigkeiten bei einem bestimmten Wert. Man sieht sehr
schon, daR hier keine Konvergenz im ublichen Sinn
vorliegt, sondern ,stochastische Konvergenz*“. Bei n=100
betragt die Rechenzeit ca. 10 Minuten, bei n=60 nur
4 Minuten.

1 Fer | F3 & FEx | FG™ |7
- E Zoon|Trace [ReGraph|Math|Oraw|- éﬁ

2 Iflae;:hen', 150 Versuche

40 - o 120 - 160
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Inverse Matrizen und Determinanten:
Schiiler verschicken verschlisselte Hachrichten

Lerngruppe
LK 12

Themenbereich
Lineare Algebra: GI3(R), LGS

Zeitlicher Umfang
Eine Doppelstunde

Vorkenntnisse

« Addition und Multiplikation von (m,n)-Matrizen
* Determinante einer (3,3)-Matrix

= Begriff der Gruppe

- algebraische Struktur der (3,3)-Matrizen: Abgschlos-
senheit, Assoziativitat, neutrales Element

e lineare Gleichungssysteme und deren Lo&sbarkeit
(Determinantenkriterium)

Inhalt

» Codieren von Text in Matrixform durch Multiplikation mit
(3,3)-Matrizen

< Berechnung von Decodiermatrizen mittels LGS

e Zusammenhang zwischen Determinante der Codier-
matrix und Existenz einer Decodiermatrix

« algebraische Interpretation: Decodiermatrix ist multipli-
kative Rechtsinverse
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Kosten!oPonnemen

Gerne informieren wir auch
Ihre Kollegen regelmalig
uber den Einsatz von
Graphikrechnern im
Unterricht. Senden Sie uns
dazu bitte nebenstehende
Postkarte.

Workshop gesucht?
— T hilft

Wenn Sie einen Workshop
zum Einsatz von Graphik-
rechnern im Unterricht
wilnschen, schicken Sie
bitte nebenstehende Post-
karte ausgefiullt an uns
zurick. Wir werden uns
bemihen, gemal lhren
Winschen den fur Sie best-
moglichen Referenten zu
finden.

Zu lhrer Erinnerung:

Ich habe am

folgende Rechner
leihweise bestellt:

Leihtermin:
Ausweichtermin:
Lieferort:

e e

Bitte senden Sie die TI-Nachrichten zuktnftig auch an meine Kollegen.
Kopieren Sie diese Karte falls notig fur weitere Kollegen.

Name Name

Vorname Vorname

Schule Schule

Stral3e Stral3e

PLZ / Ort PLZ/ Ort

Facher Facher

0 Mathematik O Physik 0 Mathematik O Physik
0 sonstiges: 0 sonstiges:
Hauptinteresse Hauptinteresse

O wissenschaftliche Rechner O wissenschaftliche Rechner
O Graphikrechner 0 Graphikrechner

0 symbolische Rechner 0 symbolische Rechner

Vielen Dank fiir die Bereitschaft, diese Karte auszufiillen.

Ich m6chte an einem Workshop teilnehmen

Zu welchem Graphikrechner winschen Sie einen Workshop?
0 TI-82/83/83 Plus [ TI-85/86 [ TI-89/92 [ CBL/CBR™

Wie viele Teilnehmer erwarten Sie zu diesem Workshop?
00 weniger als 10 [0 10 oder mehr

Wie erfahren ist die Mehrzahl der Teilnehmer im Umgang
mit Graphikrechnern?
0 Anfanger

0 Grundkenntnisse 00 Fortgeschrittene

Wiinsche?

Kostenlose Ausleihe von Graphikrechnern

Im Rahmen des Leihprogramms mdchte ich fur ca. 3 Wochen folgende Graphikrechner ausleihen:

Stick Produkt Stick Produkt Stiick Produkt
TI-82 TI-85/86 TI-92 1l (e-Modul eingebaut)
ViewScreen flr TI-82 ViewScreen T1-92 PLUS (pLUS Modul eingebaut)
TI-83 fur TI-85/86 CBL™
ViewScreen fiir TI-83 TI1-89 (Spannung / Helligkeit / Temperatur)
TI-83 Plus (sobald verfigbar) — ViewScreen fur TI-89 [ CBR™
ViewScreen _TI-92 ______ Cabri Géometre II™
fur TI-83 Plus ViewScreen fur T1-92 TI-Graph Link™

Ich bendtige die Gerate vom bis (max. 3 Wochen) (Ausweichtermin: )

Ich beabsichtige die Durchfiihrung
O eines Workshops [ eines Unterrichtsversuches [ eines Produkttests

Ort Unterschrift

Bitte bestellen Sie die gewtinschten Rechner mindestens 6 Wochen im Voraus. Geben Sie bitte einen Ausweichtermin an,
damit wir bei Ubergroer Nachfrage geeignet disponieren kdnnen.
Vergessen Sie nicht die Lieferadresse auf der Riickseite dieser Karte zu notieren!

Datum



Fortfihrung

« Diskussion der Rechts-/Linksinversitat und Eindeutig-
keit

* Anwendung auf L6sung eines LGS: x = A* b

Voraussetzungen im Umgang mit dem TI-92

» Beherrschung der Grundfunktionen im Home-Editor

e Eingabe und Speichern von Matrizen mittels ,, Apps*
(alternativ im Home-Editor mit ,,Define”)

e LGS-L6sung mit ,,simult*

- ,det“-Befehl (aus ,,MATH" oder per Hand)

Zum Verlauf der Doppelstunde

Wenn Schuler im Unterricht Zettelchen verschicken, wer-
den sie manchmal erwischt; deshalb wére es besser, ei-
ne Nachricht wie ,Kleifeld ist doof* so zu verschliisseln,
dal? Unbefugte sie nicht lesen kdnnen.

Wie kann der aktuelle Stoff des Mathematik-Unterrichts
(Matrizen) dazu verwendet werden?

Zunachst schreibt man den Text zeilenweise in eine Ma-
trix, per Konvention in 3 Spalten und mit * fir Zwi-
schenraume und zum Auffillen:

[K L E]
E

*
Textmatrix:

I

T
o
*

H J v O o

O

Die einfachste Codierung erfolgt durch einfache Zuord-
nung der Zeichen zu Zahlen mit:

*<0,A<1,..,Z< 26.
Fur die weitere Arbeit deklariert man im Data/Matrix Edi-

tor eine neue 3x6 -, Nachrichten“~-Matrix mit Namen n
und gibt die Codierung zeilenweise ein:

1 Fz Fx
ilr1ot Setup|cel 1]

B =51 =] [ cd [=ts]

1 i1 12 o

2 El = o

3 12 g4 o]

4 El 19 15

=] o] 4 21

& 15 £ _

7

rocd=0

FAIM RAD EXACT FUHC Abb 1

Diese Primitivcodierung knackt natirlich sogar der
Lehrer.

Zur Verbesserung schlugen die Schuler Addition oder
Multiplikation mit einer anderen Matrix oder mit einem
Faktor vor. Im Unterrichtsgesprach wurde schnell geklart,
daR aus Formatgrunden die Multiplikation der Nachrich-
tenmatrix mit irgendeiner (!?) (3,3)-Codier-Matrix am giin-
stigsten ist.

I’Fi T Fev \I’rzv‘l’ Fa T FE T F& ]
- E Algebra|Calc|0ther|PragmI0jClear a-=z..

1 4 3
L R=ta] & 3 9
3 2 Il
B detlcol 24
det{co>
MAIN RO EZALT FUNL 2770 Abb. 2

So erhédlt man die sogenannte Sendematrix s = neco.

via FIlgF;Er*a Craglvc, thPI!u;r*lPr*ngmID IZlE-arfﬁ a—Z..
98 114 1567
BE TR 95
"o s 35 BB Y2
168 161 243
24 & 95
51 9@ 99 |
MAIN RAD ERACT FUNC 1750 Abb. 3

Klar, dal der Empfanger die Codiermatrix kennen muf3.
Als Sicherheitskennzahl wird die Determinante der Matrix
co mit auf den Zettel geschrieben.

Wie kann man nun eine so codierte Matrix entschliisseln?

Den Schulern war sehr schnell klar, daf? die Gleichung
S =neco

nach n aufzulésen ist und daR eine Decodiermatrix
bendtigt wird, die so etwas wie die inverse Matrix von co
sein mul3 :

Mit coedec = E3 ware sedec = necoedec = n°*E3z = n.

Wie erhélt man eine solche Decodiermatrix?

Hier gebe ich zu bedenken, daR der ,, ~-1“-Befehl nicht
unbedingt sinnvoll ist, da ja gerade herausgefunden wer-
den soll, was diese Operation bedeutet. Es war nun nicht
schwer herauszuarbeiten, dal} man diese Gleichung als
drei ,simultane” lineare Gleichungssysteme auffassen
kann und so durch dreimalige Anwendung des ,,simult*-
Befehls die Decodiermatrix dec spaltenweise erhalten
kann.

I’Fi T Fev \I’rzv‘l’ Fa T FE T F&
- E Algebra|Calc|0ther|PragmI0jClear a-=z..

[ [ell [-1-28]

a - 14
Bsimylt|co,|l - 1.4
o] 512 |
o] [?/8

co,| ]

1 - 1924
mult(cu, EHNE
AN RAD EXACT

FUNC 220 Abb. 4

mzimult

Einige pfiffige Schiler kamen allerdings wahrend der
folgenden Gruppenarbeit von selbst darauf, dal? der Tl
den ,, N-1“-Befehl kennt und wendeten diesen stolz und
ohne Bedenken an.



I’Fi T Fer Trsv]’ Fuw T FES T F& ]
- E AlgebralCalc|0ther|PrgmI0jClear a-=z..

-1

['1/8 -1ls4 FrB

"o I8 - 1-4 3OE
-1-8 5-12 - 19-24)
co™~1
MAIM RAD EXWACT FUMC 1/%0 Abb 5

Nach dem Eintippen der Decodiermatrix dec zeigt eine
Probe schnell, ob alles stimmt.

viﬂ Fllgrn:-r:r*alliraglvc, Dtm;r* F'r*rgsmII:I IZlE-.EirEE a—Z...
[ L1l [-13.24]
-1-8 -1s4 78
= dec [3/8 -1ls4 3F-8
-1-8 5-12 - 19-24]
1 o o
oo dec [EI 1 o
oo 1]
HAIN FAD ERALT FUNE /%0 Abb. 6

Nun erhé&lt man schnell die eigentliche Nachrichtenmatrix,
der Rest ist von Hand zu machen.

|’F1 T Fer TrsvT Fuw T FES T F& ]
- E AlgebralCalc|0ther|PrgmI0jClear a-=z..
11 12 5 ]
9 & 5
12 4 @
m=-dec
9 13 15
a4 ZzZa
15 & @ |
|MN FAD ERALT FUNEC 1730 Abb. 7

Die in vier Gruppen aufgeteilten Schiler bekamen nun ei-
ne Liste mit jeweils denselben von mir vorgegebenen 10
Codiermatrizen co;, die jede Gruppe arbeitsteilig in den
Rechner eingeben sollte. Die ersten acht dieser Matrizen
sind regulér, die letzten beiden nicht.

Ebenso sollte sich jeder einen Text ausdenken und als
Nachrichtenmatrix n speichern. Das Eintippen ist auch als
Hausaufgabe zu dieser Stunde denkbar. Neben den Ubli-
chen Standardtexten wie ,,Guten Morgen* sollte der durch-
aus originelle Text ,,Bistum Aachen* versendet werden.

Auf einem Zettel verschlisselt nun jede Gruppe fir jede
andere eine Nachricht mit einer der ersten acht Codier-
matrizen. Der Zettel mu3 neben der Sendematrix und der
Determinante der verwendeten Codiermatrix auch die
Nummer derselben enthalten. Dabei ist dafiir zu sorgen,
dal’ die Schuler mdglichst verschiedene der ersten acht
(reguléaren!) Codiermatrizen verwenden.

Zur Binnendifferenzierung erhalten einzelne besonders
schnelle Schiler den Auftrag, unter sich Nachrichten zu
verschicken, die mit den singuléaren Matrizen verschlis-
selt wurden.

Beim Entschlisseln — sei es mit ,,simult“ oder mit dem
“n-1“-Befehl — meldet der TI-92 : ,,singular matrix*“.

viﬂ Fllgrn:-r:r*alliraglvc, Dtm;r* F'r*rgsmII:I IZlE-.EirEE a—Z...
LI=E] T a1
|_4 5 3]
B detico9) o]
1
L] 5imu1t[c,c|9, [EIH Error: Singular mabrix

e]
"ol Error: Singular mabrix
HAIN FAD ERALT FUNEC 4730 Abb. 8

Waéhrend dieser recht lebendigen Arbeit in Gruppen - die
natdrlich leicht zur Einzel- oder Partnerarbeit modifiziert
werden kann — lief? ich die Schiler auf einer Folie die er-
mittelten Decodiermatrizen in eine Tabelle mit den drei
Spalten coi/ det(co)/ deci eintragen; die ersten beiden
Spalten hatte ich bereits ausgefullt. Mit dem Vorlesen der
entschlisselten Texte wurde die Auswertungsphase ein-
geleitet:

Kann man die Decodiermatrizen wieder als Codier-
matrizen verwenden?

Die reguléren Matrizen waren so gewahlt, daf? jeweils die
Codiermatrix die Inverse der vorherigen Decodiermatrix
war. Es war sofort klar, dal? die ersten acht Matrizen wie-
der zum Codieren verwendet werden konnten. Aber wel-
che Sicherheitskennzahl (Determinante) haben sie?

Mit dem TI konnten die Schiiler arbeitsteilig die acht De-
terminanten schnell ausrechnen, als vierte Spalte der Ta-
belle auf der Folie eintragen und das Ergebnis war sehr
offensichtlich:

Die Determinante einer Decodiermatrix ist der Kehr-
wert der Determinante der jeweiligen Codiermatrix!

Wieso hat nun die Berechnung der Decodiermatrizen im
singuléren Fall mit dem TI-92 nicht geklappt? Den
Schulern war sofort klar, daR dies gar nicht klappen konn-
te, denn wegen det(co9) = det(co10) = 0 hatten die De-
terminanten der zugehdrigen Decodiermatrizen den Wert
1/0 haben mussen!

Den Schilern war zwar bekannt, dal Gleichungssyste-
me, deren Matrizen die Determinante O haben, entweder
gar keine oder unendlich viele Lésungen haben, aber hier
ist nicht unmittelbar klar, warum mehrere Decodiermatri-
zen unmd@glich sein sollten. Da der Gauf3-Algorithmus
noch nicht behandelt war, wére die Benutzung der TI-
Operation ,ref* zum Beweis der Nichtexistenz einer De-
codiermatrix nicht sinnvoll gewesen. Das obige Determi-
nantenargument schien mir ein eleganter und mittels
TI-92 realistischer Weg (ohne Beweis des Determinan-
tenmultiplikationssatzes), diese Frage zu klaren oder gar
nicht erst aufkommen zu lassen. Sie kam auch nicht auf.

Die Eindeutigkeit der Decodiermatrix war durch die Art
ihrer Berechnung klar geworden, denn Gleichungssyste-
me mit det0 sind — das war bekannt — eindeutig l6sbar,
also sind die Spalten der Decodiermatrizen und damit die
Matrix selbst eindeutig.



Als Ergebnis der Doppelstunde formulierten die Schiler
das

Fazit:

e Zu (3,3)-Matrizen mit det#0 existiert eine eindeutig
bestimmte (3,3)-Matrix, die rechtsinvers bezlglich der
Matrixmultiplikation ist.

* Man kann sie mit Hilfe dreier (simultan schreibbarer)
linearer Gleichungssysteme spaltenweise berechnen.
< lhre Determinante ist der Kehrwert der urspriinglichen

Matrix.

e Also kann zu einer Matrix mit det = O keine solche

inverse Matrix existieren.

Als Hausaufgabe kann das Bilden von Produkten der Art
dec = co bei der Beantwortung der Frage helfen, was das
Stundenergebnis fur einen Nutzen bei der Lésung von li-
nearen Gleichungssystemen in Matrixform haben kénnte.

Zur Arbeit mit dem TI-92

Zu Beginn hatten die Schiler zwei Arbeitsblatter zur Ma-
trizenrechnung mit dem TI-92 als Hausaufgabe bekom-
men. Die Beschrankung auf wenige Befehle machte die
Arbeit fir die Schuler sehr leicht. Auch die anfangs skep-

tischen unter ihnen und der Kurslehrer (ich war Referen-
dar) waren am Ende der Unterrichtsreihe Uberzeugt, dafl3
gerade im Bereich der Matrizenrechnung ein standig ver-
fugbares Computeralgebrasystem auferst sinnvoll und
nutzlich ist, denn gerade hier fallen viele lastige Rech-
nungen elementarster Art an (Matrixmultiplikation, Deter-
minantenberechnung), bei denen man nichts lernen kann.
Ein heuristisches Vorgehen in diesem Bereich erscheint
mir durch Computeralgebra Gberhaupt erst méglich. Die
Mdoglichkeit, den TI-92 bei Hausaufgaben und in der Klau-
sur einzusetzen, stellt einen deutlichen Vorteil gegentber
dem Arbeiten mit Computeralgebrasystemen im Rech-
nerraum dar.

Literatur:
Kroll, Vaupel: Analytische Geometrie/Lineare Algebra,
Dummler-Verlag

Autor:

Achim Kleifeld
Birkenstrae 2
D-47198 Duisburg
kleifeld@t-online.de

Ulrich Niehoff, Hameln

Jergleich numerischer Inteqrationsverfahren o ri

Dieser Aufsatz ist das von Herrn Ulrich Niehoff fiir eine re-
gionale Fortbildung der Bezirksregierung Hannover auf-
bereitete Ergebnis eines Workshops mit dem Thema ,,In-
tegrationsverfahren“ nach Ideen von Herrn Dr. Rainer
Kihl und Herrn Markus Eberle.

Phase 2:
Die Suche nach einem besseren Verfahren

Beim Trapezverfahren wird die Flache unter dem Graphen
im Intervall [x;x+h] angenahert durch:

An f(x)+f(x +h)

1 1
‘h=h-[=-f(x)+=f(x +h
2 2 (X)+2 (x+h)

Die zweite Schreibweise kann man so deuten, dafl die
Funktion f auf dem Intervall [x;x+h] mit den beiden Stutz-
werten f(x) und f(x+h) (an den Stellen x und x+h) lineari-
siert worden ist und als Gewichtungsfaktoren jeweils 0,5
verwendet wurde. Um nun ein Verfahren zu finden, das ei-
ne hohere als die Fehlerordnung zwei hat, kann man im
Intervall [x;x+h] drei aquidistant liegende Stutzstellen ver-
wenden, so daR als Ansatz mit den noch zu bestimmen-
den Gewichtungsfaktoren y0, y1 und y2 entsteht:

A=h- [YO'f(X)+Y1 -f(x +%~h)+y2 f(x + h)]

Fur die zunéchst einmal verwendete Randfunktion f mit
f(x) = x2 kann man die Gewichtungsfaktoren durch fol-
genden Ansatz bestimmen:
x+h

[ x2dx-h- [yo' X2 +yq-(x + %h)2+y2 (X + h)2]=0

X
Daraus folgt durch Ausmultiplizieren und Integrieren:

x2h-(1=yg —y1=v2)+x-h% (1= 91 = 2y2)+ .
1 1
h3 (= - —yq-vy2|=0
+ (3 rRd Yz)

Ein Koeffizientenvergleich ergibt dann das folgende li-
neare Gleichungssystem:

1-v0-v1-v2=0
1-v1 -2y2=0

11
v —vo=0
3 41772

* Zum Verifizieren leistet der TI-92 natiirlich gute Dienste!



Dieses LGS kann mit dem TI-92 gel6st werden, z. B. mit
dem in den TI-Nachrichten 2/97 auf S. 7 verdéffentlichten
Programm ,,solsyst“ von W. Prépper.

Ei T Fer Trsv]’ Fuw T FES T F& ]
- E AlgebralCalc|0ther|PrgmI0jClear a-=z..
T=1 % T
Dae
n—1 ;
. T [i-r[M]]mittcn) Done
i=at " n
wty+z=1 = 157
Beplsygst|(u+2-2=1 AR 2%
led-gy+z=1-3] = 1.6 ]
;9+22=1;1/49+z=1/3],[x;y;z])
RLFE RO AUTD FUME /20 Abb. 7

Die Abbildung 7 zeigt diese Methode, wobei die Variablen
X, y und z statt y0, y1 und y2 genannt wurden und die drei
Gleichungen in etwas weniger schreibaufwendiger Form
eingegeben wurden.

Auch die Lésungeny0 =1/6, v1 =2/3 und y2 =1/6
sind zu ersehen. Fur die Darstellung der Ergebnisse in
Briichen wurde allerdings vorher der Rechenmodus auf
LEXACT*" eingestellt. Die Bedingung, daf} die Summe der
Gewichtungsfaktoren 1 ergeben muR, ist auch hier wie-
der erfillt. Als Ergebnis erhalten wir nun folgende Formel:

A=h - % f(x)+§~f(x +%- h)+%~f(x +h)| .

Dies ist die sogenannte Simpson-Regel, die fur
f(x) = x2 eine exakte Lésung ist, sogar fir beliebige Poly-
nomfunktionen dritten Grades exakt den Flacheninhalt
angibt und fir andere Randfunktionen eine N&herung
darstellt, deren Qualitét nun durch die Fortsetzung der Ar-
beit mit dem TI-92 untersucht werden soll.

Die Randfunktion f(x) = x2 und das Integrationsintervall
[0;1] werden zunéachst einmal beibehalten, um das neue
Verfahren an bekannten Inhalten testen zu kénnen. Im
,Home-Fenster* wird dazu die folgende Summenformel
eingegeben:

n-1 ; : .

E lf l +£.f i+0.5 +l.f ﬁ —>sim(n)
iZo\6n {n) 3n n 6n n
Um zu zeigen, dal das Simpsonverfahren bei x2 exakte
Werte liefert, kann man Beispielwerte berechnen lassen.

Abb. 8 zeigt je zwei im ,,APPROX-*“ und zwei im ,,EXACT-
MODE" berechnete Werte.

I’Fi T Fer Trsv]’ Fuw T FES T F& ]
- E AlgebralCalc|0ther|PrgmI0jClear a-=z..
z i+ 12 1 i+1 .
l1+—3_h-+‘[1 h ]+_6-h'F[1h ]]->51m|:n)
Dae
= simi 1) L SIIIIIFIFFIT
B imi2E) L SIIIIIFIEEIZ
msiml 1) 1.3
® o= im 1EE) 13
-33333333333335]
RLFE RAD ERALT FUNE 11730 Abb. 8

In die Eingabezeile ist zusétzlich noch das Ergebnis von
sim(20) hineinkopiert worden, da man so sehen kann,
daR der mit max. 12 Nachkommastellen angezeigte Wert
0,333333333333 intern durch Rundungsfehler in der 14.

oder 13. Nachkommastelle von diesem Wert abweichen
kann. Der ,,EXACT-MODE" ist hier aufschluf3reicher. Fur
eine Fehlerabschatzung zum Simpsonverfahren ist aber
das Beispiel der Funktion f mit f(x)=x2 nicht geeignet.
Deshalb wird es jetzt auf weitere Potenzfunktionen ange-
wendet, da hier einerseits das Simpsonverfahren eine
echte Naherung darstellt und andererseits schnell eine
exakte Flacheninhaltsbestimmung als Vergleich heran-
gezogen werden kann. Dazu wird im ,,Home-Fenster*
x4ﬁf(x) eingegeben und dadurch die alte Festlegung
x2 -f(x) Uberschrieben. Das Intervall [0;1] bleibt erhalten.

Fortsetzung der Tabelle:

Mit ,,APPS*, ,6: Data/Matrix Editor* und ,,1: Current*
geht man wieder in die vorhandene Tabelle hinein, um sie
um die Werte des Simpsonverfahrens bei x4 zu erweitern,
die in der Spalte ,,c7* eingetragen werden.

|’F1 T Fz Tr3Tru Trs ‘l’rsv‘l’r?‘l
- E Flot Setup|Cell|Header|Calc|Util]stat
DATR ittt Cn> [z2im bei ="4
=] [oral

L ZEAEAAS3III
DS lEdT  SHEEDARSZEE
s B2 EF A FODEHEGEL EE
ARV  LHEEDADEZZE
ks  SEEE2ARE1 33
s Saaal01 8519 FO0EHEHECDES
s SRl EIZEST] . SODEHGHHHDES

rich=.3325

KELFE KAD AFFROW FUMHC Abb. 9

=l L e ] B2

Die Abb. 9 zeigt die Wertetabelle hierzu im Vergleich zu
den Werten des Mittenrechteckverfahrens in der Anwen-
dung auf f(x):xz. Hier werden schon die Unterschiede in
der Annaherungsgeschwindigkeit an die jeweiligen
Grenzwerte deutlich. Die ,,Cell Width* wurde mit ,,F1“,
,,9: Format* auf den Maximalwert 12 eingestellt. Aus den
Spalten,,c7“ und ,,c2“ wird der Plot Nr. 5 erstellt, bei dem
in der Abb. 10 auBer den Werten des Simpsonverfahrens
in Abhéangigkeit von h die Gerade y=1/5 dargestellt ist.

I’Fi Trzv]’ 3 T 4 ‘I’FSvTrsvTF? T ]
- E Zoorm|Trace |ReGraph|Math (Oraw| -

o

Simpsonverfahren

fuer flxi=x"™d4

mmoooon a

FLFE A AFFROS FUNL Abb. 10

Regression zum Simpsonverfahren:

Der Verlauf der Punkte in Abb. 10 zeigt die schnelle
Annadherung an den exakten Flacheninhaltswert 1/5. Die-
se schnelle Annédherung ermutigt zu dem Ansatz einer Re-
gression vierter Ordnung fur das Simpsonverfahren. Von
der Tabelle aus wird ,,F5(=Calc)"“ eingegeben, in dem sich
dann 6ffnenden Fenster der ,,Calculation Type* ausge-
wahlt, hier also ,,A: QuartReg* fUr eine Regression vier-
ter Ordnung und dann fir ,,x* ,,c2“ und fir ,,y* die Tabel-
lenspalte ,,c7“. Der TI-92 liefert jedoch die Fehlermel-
dung ,,Singular matrix“. Die Regression vierter Ordnung
muf also anders bearbeitet werden.



Der Ansatz fur das Regressionspolynom lautet:
phy=a-h* +b-h3+c-h?+d-h+e.
Als Stitzstellen werden die Werte

11 1 1 1

—_——

- ) unga ——
10 30 50 70 100

fur h verwendet, entsprechend den Werten 10, 30, 50, 70,
und 100 fur n. Das ergibt dann das folgende Gleichungs-
system:

[ERWERNER
(10) (10) (10) 10 ra] [sim(10) ]
B ERERGE! ]
(50) (30) (30) 3 | |sim(30)
4 3 2
(l) (l) (l) 2 |e]elo|sim(50)
50) |50) |50 B0
AV | 4] [simzo)
70) |70] (70 70
13 13 142 1 | Le] [sim00)]
(700) (7o) (700 700

Das oben erwdhnte Programm ,,solsyst” wird mit diesem
Gleichungssystem nicht fertigl . Deshalb soll es mit der
vom TI-92 standardmaRig angebotenen Mdglichkeit des
Befehls ,,simult* bearbeitet werden.

Konkrete Eingabe auf dem TI1-92: Nach dem Befehlswort
»Simult“ werden eine runde und dann eine eckige Klam-
mer gedffnet. Danach werden die einzelnen Werte der Ko-
effizienten, jeweils durch Komma voneinander abge-
trennt, eingegeben. Dabei wird zeilenweise verfahren und
die Koeffizienten einer Zeile durch ein Semikolon von de-
nen der nachsten Zeile abgetrennt. Ist dies geschehen,
wird die eckige Klammer geschlossen, ein Komma ge-
setzt und dann in einer neuen eckigen Klammer die Ele-
mente des Ergebnisvektors, jeweils durch Semikolon
voneinander abgetrennt, eingegeben. Nach SchlieBen
der runden Klammer wird das Ergebnis in der Variablen
loesvek abgespeichert. Also:

simult([1/10000,1/1000,1/100,1/10,1;1/(30)"4,
1/(30)"3,.....],[sim(10);sim(30);....]) — loesvek

Dieses Gleichungssystem kann der TI-92 sogar im exak-
ten Rechenmodus l6sen (siehe den Ldsungsvektor in
Abb. 11) und man erhélt als Regressionspolynom:

1

1 .4
h)=—-h% 4+
P =150 *5

[100%  1e0F 1peZ 1880 7] »
T
o
o
o]
1.5 |
RLFE RAD ERACT FUNC 13720 Abb. 11

Damit ist die Regression vierter Ordnung geglickt.
Man kann auch schreiben:

1 .
20
d. h. beim Simpsonverfahren hat man einen Fehler vier-
ter Ordnung. Die Abb. 12 zeigt, wie der Graph dieses
Regressionspolynoms durch die schon in der Abb. 10
vorhandenen Punkte des Plots zum Simpsonverfahren
verlauft (AulRerdem dargestellt: die Gerade zu y=1/5).
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Die ,,Powerregression” als Variante:

Am Beispiel der Funktion f mit f(x) = x2 soll eine Variante
aufgezeigtwerden, die der TI-92 bietet. Dazu wird im ,,Ho-
me-Fenster” x° -f(x) eingegeben und dadurch die zuletzt
gultige Belegung x4 -f(x) Uberschrieben. Das Intervall
[0;1] bleibt wieder erhalten. Damit wird die Tabelle um die
Spalte ,,c8“ erweitert. Wie bereits oben beschrieben,
scheitert die Methode ,,QuartReg* auch hier. Deshalb
wird noch eine andere Methode ausprobiert. Von der Ta-
belle aus wird ,,F5(=Calc)“ eingegeben, als ,,Calculation
Type“, ,.8: PowerReg“ ausgewahlt und dann fir ,,x*“ ,,c2*
und fir ,,y* die Tabellenspalte ,,c8“. Der TI-92 liefert ein
Fenster mit den Koeffizienten der Regressionsfunktion
y=a- xb (siehe Abb. 13).

S‘TF;T I'u'IHRS !

= pr—

efl 5 =. 166669
I Lz2dl =4, 04336 6
& [.20
7 [z0
g [.20
9 [.z8
1o [.z8
11 Enter=0F
rl0c8=_J6G60G60LE7SHT
KELFE KAD AFFRON FUHC Abb. 13

Die Powerregression des TI-92 setzt also voraus, daf der
Graph der Regressionsfunktion durch den Koordina-
tenursprung verlauft. Deshalb muf} in unserem Fall von
den Werten des Simpsonverfahrens in der Spalte ,,c8“ je-
weils der Grenzwert 1/6 subtrahiert werden. Diese Werte
werden in der Spalte ,,c9* abgespeichert. Die abermalige
Powerregression, nun zu den Spalten ,,c2*“ und ,,c9“ aus-
gefihrt, liefert die Regressionfunktion, die als ,,y7* auto-
matisch abgespeichert wurde und in Abb. 14 zu sehen ist.

1 Siehe die redaktionelle Anmerkung am Schluf des Beitrags
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Die Regression der Ordnung vier wird bestétigt. Das Hilfs-
mittel Powerregression ist also im Vergleich zu der vor-
angegangenen Berechnung des Regressionspolynom
4. Grades mittels eines 5x5 LGS sehr elegant, setzt
aber voraus, dafl der Grenzwert (hier 1/6) bekannt ist.
Genau dies ist aber nicht der Fall, wenn man nun den
Bogen zum Anfang schliefst und mit den guten Erfahrun-
gen beim Simpsonverfahren sich wieder der Funktion
f mit f(x) = X" zuwendet.

Das Simpsonverfahren bei e™X":

Wie oben mehrfach beschrieben wird im ,,Home-Fenster*
e X, f(x) eingegeben und dann damit die Tabellenspalte
,,C10* berechnet. Auch hier wird analog zu dem oben be-
schriebenen Verfahren mit Hilfe eines 5x5 LGS das Re-
gressionspolynom 4. Grades bestimmt. Dazu muf3 nur der
entsprechende ,simult“-Befehl aus dem ,History“-
Bereich mit ,,ENTER" in die Eingabezeile kopiert werden
und dort durch ,,ENTER* nochmals ausgefiihrt werden.

Bei dieser Funktion kann der TI-92 das Gleichungssystem
nicht mehr exakt, sondern nur noch im ,,APPROX-
MODE" lésen. Die Koeffizienten des Regressionspoly-
noms zeigt der in Abb. 15 dargestellte Losungsvektor.
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Unter Vernachlassigung der sehr kleinen Koeffizienten b,
c und d kann man dann fiir das Regressionspolynom
schreiben:

p(h)=511-10"% -h* + 0746824132813

sim(h)~511-10"% -h% +0,746824132813

d.h. die Fehlerordnung vier fur das Simpsonverfahren
wird bestatigt und als Naherungswert
1

2
fiir J&™* dX ergibt sich hier der Wert 0,746824132813,
0

im Vergleich zur direkten Integralberechnung (vgl. Abb.1
im Heft 1/1999): 0,746824132812

Ausblick:

Das Verfahren von Heun arbeitet im Gegensatz zum
Simpsonverfahren mit nur zwei Stltzstellen, die aber
nicht mehr &quidistant liegen. Der Ansatz zur Berechnung
der Flache unter dem Graphen der Funktion f im Intervall
[X;x+h] lautet dann:

+h
Xff(x)dx=h Tvor f(x)+y1 F(x + - h)]
X

Fihrt man den bei der Herleitung der Gewichtungsfakto-
ren fur die Simpsonregel beschriebenen Ansatz an der
Funktion f mit f(x)=x2 durch, so erhélt man

Yo =1/4, v1=3/4 und «=2/3, was mitdem Integra-
tionsintervall [0;1] zu folgender Eingabe in den TI-92 fuhrt:

ni(i.f(i}_i.f(l + i) ) — heu(n)

iol4n \nj 4n (n 3n

Die entsprechenden Werte ergeben die Spalte ,,c11“ der
Tabelle. Aus ,,c11“ und ,,c2“ entsteht der Plot Nr. 9, zu
dem mit ,,F5(=Calc)“ als ,,Calculation Type“, ,,3: Cu-
bicReg* ausgewahlt wird und dann fir ,,x“ ,,c2*“ und flr
.y die Tabellenspalte ,,c11“. Die Abb. 16 zeigt die Aus-
gabe der zugehdrigen Regressionsfunktion und die
Abb. 17 den Plot mit den Werten zum Heunverfahren bei

f(x) = e X" sowie den Graphen der gerade zuvor berech-
neten und abgespeicherten Regressionsfunktion.

RLFE RAD AFFROR FUNC Abb. 16
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Das Verfahren von Heun hat also bei nur zwei Stitzstel-
len einen globalen Fehler der Ordnung drei.

Auch die Behandlung der 3/8-Regel (die von Newton
»pulcherrima®“ genannt wurde) ist mit dem TI-92 méglich.
Hier wird im Unterschied zur Simpsonregel mit vier statt
drei (aber immer noch &quidistanten!) Stutzstellen gear-
beitet. Der Ansatz zur Berechnung der Flache unter dem
Graphen der Funktion f im Intervall [x;x+h] lautet dann:

A=h-{yo-f(X)+71 -f(x+%~h)+y2 -f(x+§~h)+

+y3 - f(x + )]



Fihrt man den fur die Herleitung der Gewichtungsfakto-
ren bei der Simpsonregel beschriebenen Ansatz an der
Funktion f mit f(x) = x3 durch, so erhalt man

Yo=1/8, y1=3/8, yo=3/8 und y3=1/8, was mit
dem Integrationsintervall [0;1] zu folgender Eingabe in
den TI-92 fuhrt:

n-1 i i i
D TV, 3 B, 1), 3 1, 2),
izo\8n {n) 81 (n 3n) 81 (n 3n

+i -f(l + l)) — drei(n)
8h \n n

Die entsprechenden Werte ergeben mit der immer noch
im TI-92 gultigen Funktion f mit f(x) = eX die Spalte ,,c12*
der Tabelle. Da das Simpsonverfahren schon die Fehler-
ordnung vier hat, ist nicht zu erwarten, daR hier eine klei-
nere Fehlerordnung vorliegt. Die ,,Powerregression* wa-
re allerdings wieder nur méglich, wenn man z.B. den Wert
sim(100) von allen Werten der Spalte ,,c12* subtrahiert.
Wir verfahren anders und versuchen, wie beim Simpson-
verfahren auch, ein Regressionspolynom vierter Ordnung
mit Hilfe des ,,simult“-Befehls.

simult([1/10000,1/1000,1/100,1/10,1;1/(30)*4
1/(30)*3,.....],[drei(10);drei(30);....]) — loesvek

Die Abb. 18 zeigt die Koeffizienten des Regressionspoly-
noms im Lsungsvektor. Unter Vernachlassigung der sehr
kleinen Koeffizienten b, ¢ und d kann man dann fir das
Regressionspolynom schreiben:

p(h) = 2267107 -h* +0,746824132812 pyy,
drei(h) =2,267-10™* -h* + 0746824132812

d.h. die Fehlerordnung vier fur die 3/8-Regel wird bestatigt
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Die Erhdhung der Stutzstellenanzahl hat also im Vergleich
zum Simpsonverfahren keine Erhdhung der Fehlerord-
nung gebracht. Dies steht auch im Einklang mit der ma-
thematischen Theorie, die hierzu besagt:

Bei einem Verfahren mit &quidistanten Stiitzstellen ist die
Fehlerordnung um zwei groRer als der Grad des verwen-
deten Newtonschen Interpolationspolynoms, wenn die-
ser gerade ist. Ist der Grad des Interpolationspolynoms
ungerade, so ist die Fehlerordnung nur um eins gréRer
als dieser Grad.

Dazu noch einmal die Verhéltnisse bei Simpson- bzw.
3/8-Regel in tabellarischer Form:

Ver- Stutzstellen- Grad des Fehlerord-
fahren anzahl Interpolations | nung des
polynoms Verfahrens
Simpson- 3 2 4
regel
3/8-
4 3 4
Regel
Autor:
Ulrich Niehoff,

Grittnerstr.3, D — 31785 Hameln

Zwei Anmerkungen der Redaktion:

1. Entgegen der Meinung des Verfassers kdnnen alle hier
mit der simult Funktion geldsten Gleichungssysteme
auch mit der Funktion solsyst gel6st werden. Entschei-
dend ist nur der Ansatz:

Zuerst mussen die Gleichungen deklariert werden.
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Dabei kann bequem mit der Editiermdglichkeit des TI-92
gearbeitet werden. Dann kann erst der Losungsansatz mit
solsyst( erfolgen.
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Bei der Potenzfunktion kommt die Losung wie in Abb. 11
auch im Exact- bzw. Auto-Mode.

Fir die im Beitrag besprochene e-Funktion muR aller-
dings im Approx-Mode gearbeitet werden.
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Der Losungsvektor stimmt in den entscheidenden Koef-
fizienten mit denen der Abb. 15 Uberein.

(Vorsicht! Wenn man hier im Auto-Mode arbeitet, be-
steht die Gefahr, dass sich der TI-92 ,,verklemmt* und nur
nach einem gewalttatigen Reset (d.h. Unterbrechen der
Spannungsversorgung - was einen Verlust aller Daten be-
deutet!!) wieder ins Leben zurlckrufen laRt.)

2. Die in diesem Beitrag behandelten Integrationsverfah-
ren kdnnen grofitenteils auch mit dem Programm integ(),
das dem bei bk-teachware verlegten Biichlein

J. Bohm, W. Propper:

Einfuhrung des Integralbegriffs mit dem TI-92,
ISBN 3-901769-21-3 auf Diskette beigefligt ist, graphisch,
numerisch und symbolisch veranschaulicht werden.

Heiko Knechtel

Abituraufgabe Niedersachsen 1998

Aufgabe 3
Die Poisson-Verteilung und die Normalverteilung werden
haufig als Naherung fur die Binomial-Verteilung benutzt.

a) In einem Zeitschriftenartikel wird im Rahmen einer Un-
tersuchung von sogenannten Light-Zigaretten gesagt,
dal3 ca. 32 Millionen Bundesburger Raucher sind und dal3
es durch die gesundheitsschadliche Wirkung des Rau-
chens pro Jahr bei ca. 250.000 Rauchern zu verfriihtem
Tod kommt.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dall von 300
zufallig ausgewahlten Rauchern

(i) genau 4

(ii) weniger als 2

im folgenden Jahr infolge der schadlichen Wirkung des
Rauchens verfriiht sterben.

Geben Sie einen exakten Term und den zugehérigen Wert
an. Vergleichen und bewerten Sie die N&herungswerte
nach Poisson bzw. de Moivre-Laplace und den exakten
Wert!

b) In einem Fernsehkrimi wurde ein Trickbetrug gezeigt.
In der darauffolgenden Woche wurden nach dem selben
»Muster“ 12 Delikte bei der Polizei gemeldet. Kann man
dem Fernsehredakteur einen Vorwurf machen, wenn nor-
malerweise nur 4 solche Delikte pro Woche auftreten?

c) Die nebenstehenden Grafiken zeigen den Verlauf des
prozentualen Fehlers bei der Approximation der Binomi-
alverteilung durch die Poisson-Verteilung bzw. durch die
Naherungsformel von de Moivre-Laplace.

e Bestimmen Sie fiir n=10000 und p=0,005 die exakten
und die gendherten Wahrscheinlichkeitswerte nach
Poisson bzw. de Moivre-Laplace fur die Werte von
k= 35; 45; 50

« Vergleichen Sie diese Werte mit den untenstehenden
Grafiken und interpretieren Sie die Grafiken.

* Wieviel Prozent aller Werte sind in einem 2-0- Bereich
um w zu erwarten?

e Beurteilen Sie den prozentualen Fehler beider Néhe-
rungsverfahren und geben Sie eine Empfehlung bzgl.
der Anwendung der Naherungsverfahren (fiir diese Wer-
te von n und p).

e Wagen Sie ab, in welchen Fallen allgemein derartige
Approximationen bei Einsatz eines Taschencomputers
sinnvoll bzw. Gberflissig sind.
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Loésung und Erwartungshorizont

3 Erwartete LOsungswege und Ergebnisse

Vorgesehene
Bewertung

a | Ubersetzung der angegebenen Daten in ein entsprechendes Wahrscheinlichkeitsmodell

p, n entnehmen, u bestimmen
p(X=4)=12,09%

Vergleich der Werte

p(x<2)=31,97% jeweils exakt und mit Naherung bestimmen

Bewertung unter Beachtung der jeweiligen Faustformel 13

b | Text in ein entsprechendes Wahrscheinlichkeitsmodell (Poisson Verteilung) Ubersetzen
u=4 als einziger Parameter dem Text entnehmen
p(X=12)=0,09% nach Poisson bestimmen (X=12, da Dunkelziffer in der

Verbrechensaufklarung!)

Bewertung des Ergebnisses im Textzusammenhang

¢ | Werte mit dem TC bestimmen
Interpretation der Grafik
p(|X-1|=20)=96,1%

bewerten
Verallgemeinerung bzgl. TC-Einsatz

relativen Fehler bestimmen und mit Grafik in Abgleich bringen

p=50 als hervorragendes Merkmal in der Argumentation erkennen, kritische Reflexion
der Faustformeln fuir beide Naherungen, Bereich fiir gute Naherungen erkennen und

14

Hinweise zum Einsatz des TC und zu der Aufgabe:

Die Schilerinnen und Schiler haben 2 Schuljahre den
TI-92 vollintegriert im Unterricht, zu Hause und in den
Klausuren eingesetzt. Hierbei mufiten sie Umfang und
Zeitpunkt des Einsatzes jeweils eigenstandig entschei-
den. Der Gesamtvorschlag umfasst 3 Aufgaben aus den
Themengebieten Analysis und Stochastik. Grundthema
dieser Aufgabe sind stochastische Naherungsverfahren,
die bei Einsatz eines TC nur noch eingeschrankten Sinn
machen. Dies soll in dieser Aufgabe erarbeitet werden.

a) Die Ubersetzung des Textes ist nicht schwierig und im
Unterricht gelibt. Bei den jeweiligen Wahrscheinlichkeiten
missen die Werte mittels TC oder Tabelle ermittelt wer-
den. Bei der Naherung mit de Moivre-Laplace wird mit der
entsprechenden Korrekturformel der Zahlenwert noch
»Schlechter.

b) Die Erkennung der Poissonverteilung muB textlich er-
schlossen werden. Die Bestimmung des Wertes ist ele-
mentar, die Interpretation ist Reorganisation.

c) Derartige Grafiken sind im Unterricht zwar nicht be-
handelt worden, aber sie sind weitgehend selbster-
klarend. Trotzdem p sehr grof ist, ist die Poisson-Nahe-
rung in weiten Teilen besser als die Moivre-Laplace-
Naherung. Dies kann aus der Grafik und den ermittelten
Werten abgeleitet werden. Hier muB3 eine Auseinander-
setzung mit der Faustformel textlich erfolgen. Wenn ein
Schiler auf die besondere Form der beiden Fehlergra-
phen im Sinne der Aufgabe 1 (Ausgleichfunktionen; sie-
he TI-Nachrichten Ausgabe 1/99) eingeht, ist dies als zu-
satzliche Transferleistung zu werten! Ein sinnvoller Ein-
satz der Naherungsformeln liegt in dem Bereich , der klei-
ner als u+2¢ ist. In diesem Bereich liegt aber der grofite

Teil der Werte. Die Verallgemeinerung bzgl. Sinn und Nut-
zen derartiger Naherungsformeln ist im Unterricht nur am
Rande angesprochen worden, die Argumentation wird
durch die vorherigen Untersuchungen noch unterstitzt.

Loésungshinweise:

In Aufgabenteil a) muR eigensténdig unter Beriicksichti-
gung der Faustformel eine Bewertung vorgenommen
werden. Hierbei kdnnen sich nach Lésung von Aufga-
benteil c) bzgl. der Verwendung von Faustformeln neue
Aspekte ergeben.

In Aufgabenteil b) ist die Ubersetzung des Problems die
wesentliche Leistung. Die Erkenntnis, dafl man eine Be-
reichswahrscheinlichkeit bestimmen muf3, ist nicht trivial!

Die zentrale Leistung in Aufgabenteil c) ist die ,,Gesamt-
schau“ des Problems. Das klassische Naherungsverfah-
ren nach de Moivre-Laplace, das aufgrund der Faustfor-
mel ausgewahlt wird, flhrt hier in weiten Bereichen zu
deutlich schlechteren Ergebnissen als die Naherung nach
Poisson. Eine Begrundung dafur wird hier nicht erwartet,
es soll lediglich eine Sensibilisierung fur die Kritik an ent-
sprechenden Faustformeln erreicht werden. Eine Extra-
polation der Graphen durch entsprechende Regressions-
graphen kann hierbei die Argumentation unterstutzen.

Autor:

Heiko Knechtel, Ratsgymnasium
Buschingstr. 37, D-31655 Stadthagen
Hknechtel@aol.com



Gregor Holl

Funktionale Zusammenhdnge mit Cabri Geometry II™

Mit der Zuggeometrie von Cabri Geometry II™ lassen sich
nicht nur geometrische Konstruktionen dynamisch ver-
andern, es lassen sich auch funktionale Zusammenhan-
ge visualisieren und untersuchen. Dies unterstitzt Cabri
besonders durch seine Fahigkeit ,,Ortskurven* aus der
Bewegung von Objekten abzuleiten. Damit er6ffnen sich
vielfaltige Moglichkeiten, Schilerinnen und Schiler zu ei-
genstandigen Entdeckungen und Untersuchungen von
Kurven anzuregen. Der folgende Artikel méchte dazu mit
Beispielen und Hinweisen einige Anregungen geben.

Wir erzeugen einen Kreis mit dem Durchmesser AB und
konstruieren das Dreieck ABC dessen Punkt C ebenfalls
auf der Kreislinie liegen soll. Betrachten wir nun die Flache
des Dreiecks ABC, so andert sich ihr Wert, wenn wir mit
C die Kreislinie durchlaufen.

FldchenmaB: 7,04 cm? FldchenmaB: 4,25 cm?

Abb. 1

Wie andert sich diese Flache in Abh&ngigkeit von der Ent-
fernung des Punktes C von Punkt A? Dazu lassen wir uns
von Cabri die MaRRzahl der Dreiecksflache und die Léange
der Strecke AB ausgeben. Jetzt kdnnen wir die Verénde-
rungen an den entsprechenden Zahlenwerten wéahrend
des Ziehens von Punkt C ,,in Echtzeit* ablesen.

Einen ,funktionalen* Uberblick erhalten wir jedoch erst,
wenn wir die Flachenmalizahl in Abhangigkeit von der
Streckenléange in ein Koordinatensystem einzeichnen.
Dies lasst sich in Cabri folgendermalfien durchfiihren:

P

---------- -
I

FldichenmaB: 7,04 cm?

Abb. 2

Die MaRzahl der Streckenlange Ubertragen wir mit dem
Werkzeug ,,MaR Ubertragen“ auf die x-Achse des vorher
sichtbar gemachten Koordinatensystems. Die Flachen-
malfizahl Gbertragen wir auf die y-Achse. Mit zwei zu den
Achsen orthogonalen Hilfsgeraden konstruieren wir den
zugehorigen Punkt P. Anschliefend verstecken wir der
Ubersichtlichkeit halber die Hilfsgeraden und die Punkte
auf der x- und y-Achse mit dem Werkzeug ,,Ausblen-
den/Zeigen“.

Da die Konstruktion eines Punktes im Koordinatensy-
stem mit vorgegebenen Koordinatenwerten des Ofteren
bendtigt wird, erstellen wir aus der obigen Konstruktion
ein Makro. Seine Startobjekte sind zwei Zahlenwerte x
und y, sowie ein Koordinatensystem. Zielobjekt ist der
Punkt P(x/y).

Bewegen wir nun den Punkt C, so wandert P im Koordi-
natensystem umher. Die Kurve aller Punkte, die P dabei
durchlauft, lassen wir uns mit dem Werkzeug ,,Ortskurve*
von Cabri konstruieren.

FlachenmaB: 7.04 cm?

Abb. 3

Offensichtlich entsteht ein Funktionsgraph mit einem
Maximum.

Unterrichtlich ergeben sich jetzt interessante Fragestel-
lungen, die Schilerinnen und Schiler selbstéandig auf
graphischen und auf algebraischen Wegen I6sen kdnnen.

Typische Fragen wéren etwa:

* Wann wird das Maximum erreicht?

* Welche Funktion steckt hinter dem Graphen?

* Wie dndert sich der Graph, wenn der Kreisdurchmesser
kleiner (groRer) wird?

Oder weitergehend:

* Was andert sich, wenn AB kein Durchmesser (keine
Sehne) ist?

* Welche Kurven ergeben sich, wenn C nicht auf einem
Kreis sondern z. B. auf einem Quadrat mit der Seite AB
bewegt wird?



Die folgenden zwei Abbildungen, ergaben sich im Unter-
richt aus den beiden letzten Fragestellungen. Es war zu
beobachten, daR solche Visualisierungen fir Schulerin-
nen und Schiiler ganz ungewohnte und nicht einfach zu
verstehende aber sehr motivierenden Untersuchungsob-
jekte darstellen.

FlachenmaB: 5,88 cm?

Abb. 4
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Cabri bietet Uber das Werkzeug ,,Berechnen* die Mog-
lichkeit, Graphen fir Funktionsterme zu zeichnen. Damit
lassen sich algebraisch hergeleitete Funktionsterme der
Ortskurve verifizieren.

Wir fuhren dies hier exemplarisch fur den Abschnitt RS der
obigen Ortskurve vor. Der Punkt C bewegt sich dann ge-
rade auf der Strecke EB des Quadrats. Eine einfache Uber-
legung zeigt, dass in diesem Fall fur den Flacheninhalt des
Dreiecks gilt: A(x) = 0,5V x* — a2, wobei x die Lange der
Strecke AC und a die Lange der Quadratseite AB ist.

Um den Graph zu A(x) in unser Koordinatensystem ein-
zuzeichnen gehen wir wie folgt vor:

= Wir konstruieren eine gentigend grof3e Strecke UV und
legen darauf einen Punkt X fest.

e Der Abstand UX soll der veranderbare x-Wert des Funk-
tionsterms A(x) sein.

e Mit dem Werkzeug ,,.Berechnen* definieren wir den
Funktionsterm A(x) in Abhé&ngigkeit vom Abstand UX
gemal der angegebenen Formel.

* Wir Ubertragen (mit dem Makro) den Abstand UX und
den Wert des Funktionsterms als Punkt (x/A(x)) in das
Koordinatensystem.

 Ein ,Ziehen“ an X veréandert x und damit den Funktions-
wert A(X) und die Lage des Punktes. Mit Hilfe des Werk-
zeuges ,,Ortskurve” kdnnen wir Cabri den Funktions-
graph zeichnen lassen.

Die folgende Abbildung zeigt das Ergebnis und die Kor-
rektheit des hergeleiteten Funktionsterms

A(X)=0,5Vx?—a%
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Abb. 6

Das hier vorgestellte Verfahren zur Konstruktion eines
Funktionsgraphen ist fir jede Funktion, deren Term sich mit
dem Werkzeug ,,Berechnen* definieren lasst, durchfuhrbar.

Wir wenden es im Folgenden auf eine allseits bekannte
Extremwertaufgabe an:

Gegeben zwei Punkte A und B auf der gleichen Halb-
ebene einer Geraden g, sowie ein dritter, auf der
Geraden g beweglicher Punkt C. Wo muR dieser
liegen, damit die Summe der Entfernungen von A
nach C und von C nach B minimal ist.

Zuné&chst konstruieren wir die Vorgaben. Nehmen wir nun
als x-Wert die Entfernung des Punktes C zum Lotful3-
punkt F des Punktes A auf der Geraden g und als y-Wert
die Entfernungssumme, so kdnnen wir wieder eine Orts-
kurve des zugehdrige Punktes P(x/y) konstruieren:

¥

1 Entfernungvon Fzu C @ 1,22 cm
! Entfernungssumme  : 6,43 cm

Auf den ersten Blick Uberrascht das Ergebnis (nicht nur
Schulerinnen und Schiiler). Einerseits ist zu erkennen,
dall P minimal werden kann, andererseits scheint der
oberhalb von P verlaufende Ast der Kurve nicht recht ver-
standlich. Dies klart sich aber schnell auf, wenn wir C be-



wegen und sich so der Weg von P beobachten 1aRt. Der
obere Ast wird genau dann durchlaufen, wenn C Uber F
hinweg nach links gezogen wird.

i Entfernungvon Fzu C : 0,92 cm
iEntfernungssumme : 830 cm

Abb. 8

Liegt C links von F so bedeutet dies (funktional gesehen)
einen negativen x-Wert fur P, der jedoch als Entfernung
zweier Punkte von Cabri als positiver Wert gemessen
wird. Der obere Kurvenast IRt sich somit als ein an der
y-Achse gespiegelter Teil eines Funktionsgraphen inter-
pretieren.

Wie lautet nun der zugehorige Funktionsterm?

Eine Berechnung des Zusammenhanges zwischen der
Entfernung von C zu F und der Entfernungssumme liefert

das folgende Ergebnis: f(x) = Vaz+ x* + Vb* (c — X)?
wobei die Konstanten a, b und c die in der Abbildung 9
festgehaltenen Bedeutungen haben.

Soll der Graph von f(x) zur Kontrolle eingezeichnet und
dabei auch negative x-Werte verarbeitet werden, so miis-
sen wir zu einem kleinen Trick greifen.

Zur Festlegung und Variation der x-Koordinate wird wie-
der eine Strecke UV vorgegeben und durch einen ver-
schiebbaren Punkt X geteilt. Als x-Wert nehmen wir jetzt
aber nicht mehr die Lange der Strecke UX sondern die
Differenz UX-XV der Streckenldngen UX bzw. XV. In der
Mitte der Strecke UV hat dann x den Wert Null, recht da-
von ist x positiv und links davon negativ.
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Abb. 9

Zum Abschluf? ein Beispiel aus der geometrischen Optik.
Mit wenig Aufwand lassen sich die Verhaltnisse bei der
Abbildung durch eine Konvexlinse darstellen. Durch dy-
namische Veréanderung kann der EinfluR von Gegen-

standsgroflie, Gegenstandsweite und Brennweite auf das
Bild studiert werden.

Gegenstand

F2

F1
Biltl

Abb. 10

Tragt man nur in einem Koordinatensystem Gegen-
standsgrofie und BildgroRRe gegeneinander auf so ergibt
sich folgendes Bild:
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Abb.11

Durch welche Variation entsteht dabei die Ortskurve des
Punktes P? Offensichtlich wurde hier die Gegenstands-
grolRe verandert, denn die BildgréBe B ist gemaR
»Strahlen “-Satz E:gg bei fester Bild- und Gegen-

standsweite zur GegenstandsgroRe G proportional .

Weitergehende Fragen liegen auf der Hand:
* Was éandert sich an der Ortskurve, wenn wir die Gegen-
standsweite oder die Brennweite verandern?

* Welche Kurve ergibt sich, wenn man die Bildweite ge-
gen die Gegenstandsweite abtragt.

e \Was andert sich im letzten Fall, wenn wir die Brenn-
weite kleiner oder gréf3er machen?

Die zur vorletzten Frage konstruierte Abbildung sei hier
ohne Kommentar wiedergegeben. Leserinnen und Leser
maogen die Konstruktion nachfertigen und die Bewegung
des Punktes P beobachten und erklaren.

F2

222 cm 1.88 cm Abb.12

Ohne Zweifel bieten die im Rahmen dieses Aufsatzes nur
ansatzweise darstellbaren Mdglichkeiten, mit dynami-
scher Geometriesoftware funktionale Untersuchungen zu
verknlipfen und neue Fragestellungen zu initiieren, ein



weites Feld fiir einen unterrichtlichen Einsatz auf ver-
schiedenen Klassenstufen. Die Beschéftigung mit sol-
chen Fragestellungen, ihre konstruktiven und algebrai-
schen Ldsungen, sowie die Interpretationen und die Er-
klarungen der sich dabei ergebenden Graphen, fordern
und férdern bei unseren Schilerinnen und Schilern wert-

volle Féhigkeiten und Fertigkeiten im Umgang mit funk-
tionalen Zusammenhéngen.
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Gregor Noll, Rhein-Gymnasium Sinzig,
Marktplatz 4a, D-53579 Erpel / Rhein,
odsnoll@uni-koblenz.de

Josef Rolfs

Transrapid - von Hamburg

nach Berlin ?

Breiten Raum bei der Bearbeitung dieser Fragestellung in
meinem Mathematikunterricht des Leistungskurses
nahm das Mathematisieren bzw. Modellieren ein. Wir
einigten uns auf eine Planung, die vollig frei von finanziel-
len Begrenzungen, natirlichen Gegebenheiten wie
Hoéhenziigen, FluBlaufen und von bereits vorhandenen
Leitlinien (Autobahn, Eisenbahn, Kanal,...) sein sollte und
nur mit der Forderung nach mdéglichst geringer Gesamt-
krimmung und Kirze der Trasse durchgefuhrt werden
sollte. Von den Schiilern gefordert wurden Zwischen-
stopps in Libeck, in Schwerin und in Parchim (damals
sollte dort ein GroR¥flughafen entstehen).

Aus dem Altas wurden folgende Daten gewonnen:

Hamburg: 10,0°0 53,6°N Abkiirzung H

Libeck: 10,8°0 53,8°N Abkiirzung L
Schwerin: 11,2°0 53,6°N Abkiirzung S
Parchim: 11,6°0 53,4°N Abkiirzung P

Berlin: 13,2°0 52,5°N Abkiirzung B

Ein vereinfachtes Modell ergab dann in einem ebenen x-y-
Koordinatensystem mit dem 52,5°N-Breitenkreis als x-
Achse, dem 10,0°O-L&ngenkreis als y-Achse, den Einhei-
ten1LE =0,2°0 (x-Achse)und 1 LE =0,1°N (y-Achse) und
der groben Annahme 1 LE = 13 km die folgende Aufgabe:
Lege durch die Punkte H(0/11), L(4/13), S(6/11), P(8/9)
und B(16/0) einen mdglichst kurzen Bogen mit mog-
lichst geringer Gesamtkrimmung.

Die Eingabe der Punkte erfolgt im Data/Matrix-Editor als
Datafeld mit den x-Koordinaten in der c1-Spalte und den
y-Koordinaten in der c2-Spalte. Unter dem Plot-Setup kann
man dann die folgende Darstellung der Punkte festlegen
und ggf. nach ZoomData dem Display optimal anpassen.
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Streckenzug

Die kiirzeste Linie ist natirlich der Streckenzug HLSPB
mit ca. 22,1706 LE = 288 km. Die Ubergange sind jedoch
weder glatt noch ruckfrei. Man mufite in Lubeck und Par-
chim Drehscheiben zum Andern der Zugrichtung bereit-
stellen.
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Stutzstellenpolynom

Da die Kurve durch 5 Punkte gehen muR, ist ein Polynom
4. Grades zu bestimmen. Die Funktion ist Uberall beliebig
oft diffbar, und so ist die Kurve Uberall glatt und weist
keine Krimmungsspringe auf.

31 xt+ 173 X - 1483)(2+gx+11
15360 2560 1920 80

mit0 <x<16

p(x)=-
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1 pie Koeffizienten des Polynoms kénnen einfach mit dem Verfah-
ren ermittelt werden, das in der Anmerkung zum Beitrag von
Herrn Niehoff auf S. 23 beschrieben ist.



Die Berechnungen liefern als maximale Krimmung ca.
0,751006 und somit als minimalen Krimmungskreisradi-
us ca. 1,33 LE. Die Gesamtkrimmung betragt ca.
3,09201, ist also etwa vergleichbar mit der eines Halb-
kreises oder der Normalparabel. SchlieRlich ist die Kurve
ca. 23,8045 LE = 309,5 km lang.

Splinefunktionsbogen
Fur einen natirlichen kubischen Spline ergibt sich fol-
gender Ansatz:

sp1(x) fir0 = x<4
sp2(x) fur4 <x<6
sp3(x) fur6 <x<8
sp4(x) fir 8 = x <16

sp(x) =

mit den Termen

spl(x) = al*x3 + a2*x2 + a3*x + a4 und
sSp2(x) = a5*x3 + a6*x2 + a7*x + a8 und
sp3(x) = a9*x3+a10*x2+all*x+al2 und
sp4(x) = al3*x3+ald*x2+al5*x+al6

Zur Vermeidung von Spriingen muf}
spl(0)=11, spl(4)=13, sp2(4)=13, sp2(6)=11,
sp3(6)=11, sp3(8)=9, sp4(8)=9, sp4(16)=0 sein.

Damit keine Knicks auftreten, wird
spl’(4)=sp2’(4), sp2’(6)=sp3’(6), sp3'(8)=sp4'(8).

Um Krimmungsspringe zu tberwinden wird
sp1”(4)=sp2”(4), sp2”(6)=sp3”(6), sp3”(8)=sp4”(8)

Und fur eine Anfangs- und Endkrimmung 0 wird
sp1”(0)=0, sp4”(16)=0

Diese Bedingungen ergeben ein LGS mit 16 Gleichun-
gen und 16 Unbekannten. Die Ermittlung des LGS ge-
schah mit TI-92-Hilfe an der Tafel bzw. im Heft. Das LGS
wurde zuhause in eine Matrix mit 16 Zeilen und 17 Spal-

Mit rref(koeff) - loesmat wird die Koeffizientenmatrix
auf Diagonalform gebracht und die rechte Spalte von
loesmat enthdlt die Losungen fur al, a2,....,al6. Man er-
hélt schlieBlich fur die 4 Teilterme der Splinefunktion:
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Berechnungen liefern als maximale Krimmung ca.
0,656465 und somit als minimalen Krimmungskreisradi-
us ca. 1,52 LE. Die Gesamtkrimmung betragt ca.
1,87206, ist also etwa vergleichbar mit der eines Viertel-
kreises. SchlieBlich ist die Kurve ca. 22,5263 LE = 292,8
km lang.

Der Spline schneidet bei allen drei Kriterien besser ab als
das Polynom. Der Spline liefert die Biegelinie durch die
gegebenen Punkte. Man kann nachweisen, dal er die
Kurve mit der geringsten Gesamtkrimmung tiber dem In-
tervall ist.

—»
ten umgesetzt. Dies gelang fehlerfrei nur einem Schiler,
so dal} dessen Daten den anderen Lk-Teilnehmern tiber-
spielt werden muBten. Im Data/Matrix-Editor des TI-92
sollte folgende Matrix koeff gespeichert sein:
Glch | a1 a2 | a3 | a4 | a5 | a6 | a7 | a8 | a9 |a10|a11|a12  a13 |a14 | a15 |/ a16| b
1. 1 11
2. 64 16 4 1 13
3. 64 16 4 1 13
4, 216 | 36 6 1 11
5. 216 | 36 6 1 11
6. 512 | 64 8 1 9
7. 512 | 64 8 1 9
8. 4096 | 256 | 16 1 0
9. 48 16 1 -48 | -16 -1 0
10. 108 | 12 1 -108 | -12 -1 0
11. 192 | 16 1 -192 | -16 -1 0
12. 24 2 -24 -2 0
13. 36 2 -36 -2 0
14. 48 2 -48 -2 0
15. 2 0
16. 96 2 0




Weitergehende Fragestellungen

Jans Uberlegung:

Man sollte nicht sp1”(0)=0 und sp4”(16)=0 fordern, son-
dern stattdessen sp1”(2)=0 und sp4”(12)=0, d.h. die Kur-
ve sollte auf freier Strecke die Krimmung 0 aufweisen. Da
der Zug in Bahnhofsnéhe ohnehin langsam fahren muf3,
kann hier die Krimmung ruhig groRer sein.

Birgits Frage:

Sieht es nur so aus oder ist es wirklich so, dal3 die Kurve
Wendepunkte aufweist. Ist der Spline Uber einem Teil-
stuck linksgekrimmt ?

Marions Einwurf:
Eigentlich ist ganz genau hochstens ein Gleis durch den
Spline erfalt. Wie findet man das ,,parallele Gleis* ?

Durch die aktuelle Planung der Transrapid-Strecke Ham-
burg-Berlin konnte die Aufgabe aktualisiert werden mit
Hilfe der Darstellung der Magnetschnellbahn Planungs-
gesellschaft mbH vom Juni 1999:

Man erkennt, dal? aus heutiger Sicht das Kriterium der
Finanzbedarf ist, denn vorhandene Leitlinien legen in
erster Linie die Trasse fest und nicht die Forderung nach
moglichst geringer Krimmung.
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Konferenzen und Ausstellungen

Auch in diesem Jahr nimmt Texas Instruments wieder an zahlreichen Konferenzen und Ausstellungen teil. Wenn Sie uns

personlich kennenlernen wollen, so besuchen Sie uns.

Zeit Ort Veranstaltung
14.9. KolIn MNU Nordrhein
14.9. Norderstedt Schule und Computer
15.9. Kassel MNU Hessen
21.9. Dortmund MNU Westfalen
24. - 26.9. Wolfenbdittel GDM Arbeitskreis ,,Mathematikunterricht und Informatik*“
25.9. Erfurt MNU Thiringen
27.9.-1.10. Fuldatal Fachleitertagung Physik
29.9. Hannover MNU Niedersachsen |
29.9. Saarbriicken MNU Saarland
30.9. Freiburg MNU Baden Wirttemberg
5.-6.10 Kiel MNU Schleswig-Holstein
5.10. Leipzig MNU Sachsen
20.10. Augsburg MNU Siidbayern
20. - 22.10. Speyer MNU Rheinland-Pfalz
23.10 Pforzheim 1. T® Konferenz Baden-Wirttemberg
30.10. Finsterwalde MNU Brandenburg
4.11. Meppen MNU Niedersachsen |l
13.11. Halle MNU Sachsen Anhalt
15.-16.11. Bremerhaven MNU Bremen
16.11. Coburg MNU Franken
1.-2.2.2000 Bremen Mathematisch-Naturwissenschaftliche Tage Bremen
14.2.2000 Dresden Tage des mathematisch-naturwissenschaftlichen Unterrichts
14.-18.2.2000 KolIn Interschul / Didacta
15.2.2000 Chemnitz Tage des mathematisch-naturwissenschaftlichen Unterrichts
16.2.2000 Zwickau Tage des mathematisch-naturwissenschaftlichen Unterrichts
17.2.2000 Plauen Tage des mathematisch-naturwissenschaftlichen Unterrichts
3.-10.3.2000 Konstanz Computeralgebra-Symposium Konstanz
16. - 20.4.2000 Stuttgart MNU Kongress
26. - 28.4.2000 Thurnau Computeralgebra in Lehre, Ausbildung, Weiterbildung

Service und Informationen
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INSTRUMENTS

Allgemeine Informationen
Nehmen Sie mit unserem Customer Support Center Kontakt auf,
wenn Sie auf der Suche nach Begleitliteratur oder einer Hand-
reichung sind. Auch wenn Sie technische Auskunfte bendtigen
oder Fragen zum Gebrauch unsrer Rechner haben, ist das CSC
die erste Adresse:
Tel:  06196-975015
Fax: 0032-25145344
e-mail: ti-cares@ti.com
www: www.ti.com/calc /deutschland
Post:  Texas Instruments -E&PS-

Haggertystr. 1

D-85356 Freising

Garantie und Reparatur
Auf alle Schultaschenrechner bietet Texas Instruments 2 Jahre
Austauschgaratie. Sollte jedoch doch mal etwas defekt sein,
rufen Sie uns bitte zunachst an, bevor Sie ein scheinbar defektes
Gerat einsenden. Meist kann das Problem bereits am Telefon
behoben werden. Bei einer Einsendung bitte Kaufbeleg und
Anschrift nicht vergessen!
Tel:  06196-975015
e-mail: ti-cares@ti.com
Post:  Texas Instruments CSC

c/o UPS

Industriegebiet,

Friedrich der Grosse

D-44628 Herne

Kostenlose Ausleihe von Graphikrechnern
Wenn Sie Graphikrechner und Zubehor kostenlos fur etwa
3 Wochen ausleihen wollen:
Tel:  06196-975015
e-mail: ti-schule-de@ti.com
www: www.ti.com/calc/deutschland/leihprogramm.htm
Post:  Texas Instruments - E&PS -, Leihprogramm
Haggertystr. 1
D-85356 Freising

Lehrerfortbildungen und Workshops:

Teachers Teaching with Technology (T°) vermittelt bundesweit

Lehrerfortbildungen und Workshops fiir alle Lehrer, die daran

interessiert sind, durch den sinnvollen Einsatz graphikfahiger

Taschenrechner das Lehren und Lernen von Mathematik und

Naturwissenschaften effizienter zu gestalten.

Post: Barbel Barzel / Dr. Detlef Berntzen / Udo Amelung
Zentrale Koordination Lehrerausbildung - T?
Prinzipalmarkt 38,

D-48143 Miinster

e-mail: t3.info@uni-muenster.de

www: www.uni-muenster.de/ZKL-t3

Lehrerunterstitzungsprogramm

Fur Informationen, wie Sie in den Genuf} eines Unterstltzungs-

gerats kommen:

Tel:  06196-975015

e-mail: ti-cares@ti.com

www: www.ti.com/calc/deutschland/unterstuetzung.htm

Post:  Texas Instruments - E&PS -,Lehrerunterstiitzungsprogramm
Haggertystr. 1
D-85356 Freising
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