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Ein einfihrendes Beispiel in die Komplexitats-
BN O I o 23 % Minzen sind keine genormten Metallscheiben: Sie weichen von
H. Pichler der Zylinderform ab. Kann man das zu seinem Vorteil nutzen

} Die Behandlung von Kettenbriichen wenn es darum, geht per Miinze etwas zu entscheiden? Oder anders: Ist
Mt €INEM GTR ..o 25 es bei einer 2 2 Munze gunstiger Kopf oder Zahl zu wahlen? Wie kann
FTIiPPS UNd THCKS....eieiiiiiie i 26 man herausfinden, ob eine Minze fair ist oder eben nicht?
Ein erster Zugang: Munzenwerfen
Schilerinnen und Schiler, die noch keine vertieften Kenntnisse im Be-
reich der Stochastik haben, beantworten diese Frage haufig so: ,,Wenn
die Munze fair ist, dann sollte Kopf und Zahl gleich oft fallen.” Das kann
man ausprobieren: Lassen Sie die Schilerinnen und Schiiler eine Miinze
aussuchen (evtl. bietet man ihnen auch eine Unterlegscheibe an, die man
mit Z und K beschriftet), die aus ihrer Sicht fair ist. Damit dieser Versuch
nicht ausartet, sollte man sich auf eine angemessene Anzahl von Wirfen
einigen, z. B. 50. In Gruppen sollen die Lernenden nun zahlen, wie oft
».Zahl“ insgesamt fallt.
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Sind Munzen fair? Andreas Pallack

Das Ergebnis von vier Gruppen (a, b, ¢, d) kénnte z. B. so Tatséchlich wurde in einem Fall ,,Zahl* genauso oft wie ,,Kopf*
aussehen: geworfen. Sind die Minzen der anderen Gruppen deswegen
aber nicht fair? Uberspitzt kann man die oben vorgestellte
Schuleraussage auch auf den Fall N = 2 Gibertragen: Eine Minze
ist fair, wenn beim zweimaligen Wurf einmal Kopf und einmal

1.1 BOG AUTO REELL

Zahl auftritt. Die Wahrscheinlichkeit dafur ist schnell berechnet:
Dieser Ausfall tritt nur mit einer Wahrschinlichkeit von 50 % ein.
a 25 Alle Zahlen des o. g. Experiments sind durchaus plausibel aber
es fallt mir schwer daraus abzulesen, ob die verwendeten Min-
b 21 zen tatsachlich fair sind. Bedeutet das, dass man Uberhaupt
c 20 nicht entscheiden kann, ob eine Muinze fair ist oder nicht?
d 28
55 I Abb.1
Zeichenerklarung: Computer Algebra System Graphische Taschenrechner
TI-89, TI-89 Titanium, TI-92 Plus, TI-82 STATS, TI-83, TI-83 Plus, TI-83 Plus Silver Editi-
Voyage™ 200 on, TI-84 Plus, TI-84 Plus Silver Edition
@ W Messwerterfassungssystem PC Software — Derive™, Tl InterActive!™,
CBL 2™, CBR 2™ &= Cabri Geometry II™, TI-Navigator™ System
TI-Nspire™ Handheld, TI-Nspire™ Software, TI-Nspire™ Lehrer-Software
TI-Nspire™ CAS Handheld, TI-Nspire™ CAS Software, TI-Nspire™ CAS Lehrer-Software

Liebe Lehrerinnen und Lehrer,

in den TI-Nachrichten ver6ffentlichen wir auch immer wieder Beitrage zu aktuellen Pilotschulprojekten. Kennen
Sie z.B. das MabiKom Projekt? MabiKom ist ein vom Land Niedersachsen und Texas Instruments unterstitztes
Projekt zur Evaluation der mathematischen Kompetenzentwicklung in einem mit neuen Technologien unter-
stutzten Mathematikunterricht. Das Augenmerk liegt dabei auf der Weiterentwicklung der diagnostischen Kom-
petenz der Lehrkrafte. Wie lassen sich mit den erarbeiteten Methoden des binnen differenzierten Lehrens und
Lernens leistungsschwachere Schilerinnen und Schiler individuell férdern und leistungsstarkere Schilerinnen
und Schiler sinnvoll fordern? In diesem Zusammenhang ist der Artikel ,,Algebra veranschaulichen* von Gunter
Heitmeyer entstanden. Der Autor beschreibt dabei u.a. welche Maglichkeiten IThnen die TI-Nspire™ Technologie
in den Klassenstufen 7/8 bietet.

Neben Themen fur den Mathematikunterricht beinhalten die TI-Nachrichten wieder praxisorientierte Aufgaben-
beispiele zur Messwerterfassung, z.B. zu ,,Lade- und Entladevorgdéngen am Kondensator*.

Apropos interessante Aufgabenbeispiele: Wenn Sie Uber die TI-Nachrichten hinaus noch weitere Anregungen
fur Ihren Unterricht erhalten mdchten, dann schauen Sie doch mal wieder auf der TI-Materialdatenbank im
Internet vorbei oder abonnieren Sie unseren Newsletter ,,TI-Materialien“. Kennen Sie z.B. schon die neuen
CuBaLibra (CurriculumBasedLibrary) - auch die MMM (MinuteMadeMath)-Aufgaben? Neben zahlreichen PDF’s
zum Downloaden finden Sie auf der Materialdatenbank TI-Nspire™ Dateien (tns-Files), Videosequenzen und
vieles mehr: www.ti-unterrichtsmaterialien.net.

lhr TI-Team

2 TI-Nachrichten
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Sind Munzen fair?

Der Computer waurfelt mit

Mit Hilfe der TI-Nspire™ Technologie kann man Munzwirfe
simulieren. Der Befehl randint(0,1) gibt mit einer Wahrschein-
lichkeit von 50 % die 0 und entsprechend auch mit 50 % die
1 zuriick. Erganzt man noch einen dritten Parameter, namlich
die Anzahl der Wurfe, so wird eine Liste mit Nullen und Ein-
sen erstellt, in diesem Fall eine Liste der Lange 50.

1 RAD AUTO REAL !‘
ramcl[nt(('),l:| 02
randInt(0,1) 0
randInt(0,1) 1
randInt{0,1) 0
randInt{0,1,50)

{1,1,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,1,0,0,1,0,0,0,0,1,0)
| v

ams|

Diese Liste in Abb.2 kann z. B. wie folgt gelesen werden: Im
ersten Fall wurde Zahl (=1) geworfen, im zweiten Zahl (=1), im
Dritten Kopf (=0) ... . Interessiert man sich nun dafir wie oft
Zahl gefallen ist, so mussen lediglich die Elemente der Liste
aufaddiert werden:

{1,1,0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,1,0,0,1,0,0,0,0,1,0?
sum(randInt{0,1,50)) 24
sum(randint{0,1,50)) 21
sum(randlnt(o, 1,50)) 26
' ~

199 s

Damit lasst sich der Versuch - eine faire Miinze 50mal zu wer-
fen — beliebig oft wiederholen.

Eine Entscheidungsregel finden

Beim 50-maligen Werfen einer fairen Miinze und dem Zahlen
des Auftretens von ,,Zahl* kann jedes Ergebnis von 0 bis 50
auftreten. Manche Ergebnisse sind eben nur wahrscheinlicher
als andere. Um Uberhaupt etwas aussagen zu kénnen, bend-
tigt man also eine Entscheidungsregel ab welcher oder bis
zu welcher Anzahl von geworfenen ,,Zahl*“ man nicht mehr
von einer fairen Minze sprechen méchte. Diese Festlegung
istimmer ein wenig willkirlich. Eine mdgliche Entscheidungs-
regel ware: Die faire Miuinze wird von jeder Gruppe nicht nur
einmal 50-mal, sondern jeweils 40-mal 50-mal geworfen. Alle
Ergebnisse die auftreten werden als ,,realistischer Ausgang*
dieses Experiments akzeptiert. Eine Minze ist entsprechend
nicht fair, wenn die Anzahl der geworfenen ,,Zahl* Uber oder
unter denen der fairen Munze liegt.

Tl Nachrichten.indd 3

Andreas Pallack

Eine grof3ere Versuchsreihe

Wir fihren das Experiment vorab mit dem Rechner durch. Im
ersten Schritt wird der Befehl =sum(randint(0,1,50)) in die ers-
ten 160 Zeilen der Spalte B geschrieben. AnschlieRend wer-
den die Gruppenbezeichnungen a, b, c, d ebenfalls kopiert.
Die Spalten werden mit ,,gruppe* bzw. ,,anzahl* bezeichnet.

RAD AUTO REAL "]

anzahl l . ﬁ]

22
25
29
21
22

51 | =sum(randint(0,1,50))

€[

Abb.4

Diese Tabelle kann wie folgt gelesen werden: Gruppe a hat
im ersten Durchgang insgesamt 22-mal ,,Zahl* geworfen, im
zweiten ebenfalls. Gruppe b hat im ersten Durchgang 25, ...
Mit der Applikation Data & Statistics kann man sich einen
Uberblick tiber diese Daten verschaffen:

g

Caption: gruppe
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Abb.5

Zieht man diese noch ungeordneten Daten an eine der Bild-
schirmseiten, so kann man sich im ersten Schritt Uiberzeugen,
dass tatsachlich jede Gruppe gleichhaufig gewidrfelt hat:

g

RAD AUTO REAL L

2089000000600 0800000

gruppe

Abb.6
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Sind Minzen fair?

Interessanter sind natirlich die erzielten Ergebnisse des Ex-
periments. Hierzu wird schlicht die Variable ,,anzahl* an der
Vertikalen angegeben.

_ﬁ 13| BOG AUTO REELL ]
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Jeder Punkt reprasentiert einen Versuchsausfall. Einen noch
besseren Uberblick liefern Boxplots:

1.3 BOG AUTO REELL [
1| o
el |
i 4
18]
N J
& 22 |
- \ |
16 4
a b C d
gruppe

Abb.8

Oberhalb und unterhalb der Boxen (das sind die Rechtecke)
liegen jeweils 25 % der Werte. Der Strich in der Box gibt den
Median an. Die Graphik zeigt: Die Gruppen kdmen zu unter-
schiedlichsten Entscheidungsregeln: Gruppe a wiuirde das
Intervall [17, 32], Gruppe b [19, 33], Gruppe c [15, 32] und
Gruppe d [16, 30] akzeptieren. Die Simulation zeigt: Dieses
Experiment wirde auch zu keinem befriedigendem Ergebnis
fuhren. Auf dieser Basis musste man alle Anzahlen von 15 bis
einschliel3lich 33 zulassen. Dieses Ergebnis entspricht aber
noch nicht einmal der Symmetrie der Situation: Das Entschei-
dungsintervall sollte ja zum Erwartungswert 25 symmetrisch
liegen. Entsprechend ist es gut, dass man das Experiment nur
simuliert hat, die Durchfiihrung des Experiments hatte wohl
unnotig Zeit verschlungen.

Die Fallzahl nochmals erh6hen

Wir erhdhen die Fallzahl nochmals, um einen besseren Uber-
blick tber den Ausfall unseres Experiments (des 50-fachen
Wourfs einer fairen Muinze) zu bekommen und fiihren das Ex-
periment nun 1 000-mal durch.

@—Nachrichten
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Andreas Pallack

PBOG AUTO REELL B

nrs:-seq(sum(mdint(o,l,so)),n, 1,1000)

Abb.9

Die Visualisierung der Daten in Form eines Haufigkeitsdia-
gramms ergibt:

S S | eos AUTO REELL L
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Abb.10

Die Werte streuen von 12 bis 36. Auffallig hier: 12 scheint
ein Ausreisser zu sein; die Anzahl 13 taucht Gberhaupt nicht
auf. Das legt nahe, extreme Werte auszuschlieRen. Eine mog-
liche Konvention ware 1 % der extremsten Werte (also die 5
niedrigsten und die 5 héhsten) zu streichen. Wie viele Punkte
sich in den einzelnen Saulen befinden kann man mit Hilfe des
Zeigers abfragen.

SN 1 5 PBoG AUTO REELL |
36 _,
30

] [23:50;24.50) 108 Punkte
0 3
o 24
} 1)
18 :?—_I_‘
125

0 20 40 60 80 100 120 140
Zahle

Abb.11

Hieraus ergébe sich, dass Werte von 16 bis 35 akzeptiert wur-
den. Auch dieses Experiment (nur zur Erinnerung: es handelt
sich um den 1 000-fachen 50-fachen Wurf einer Minze, also
insgesamt um die Simulation von 50 000 Wirfen) kann man
wiederholen. Es ergab sich das Intervall [15, 34]. Weitere Wie-
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Sind Minzen fair?

derholungen zeigen: Dieses Ergebnis ist recht stabil, der unte-
re Wert lag bei unserer Simulation in keinem Fall unter 15 und
der obere nicht Uber 35.

Folgerung

Wenn man eine Munze 50-mal wirft und ,,Zahl* 15 bis 35-mal
fallt, so liegt es nicht nahe, dass es sich um eine nicht faire
Minze handelt. Fallt ,,Zahl* hingegen weniger oft oder hau-
figer liegt der Verdacht nahe, dass diese Miinze nicht fair ist,
denn nur in 1 % der Falle tritt ein solches Ergebnis beim Wurf
mit einer fairen Munze auf.

Vergleich mit der Theorie

Theoretischer Hintergrund ist die Binomialverteilung, da die
Wahrscheinlichkeit fur jeden Wurf gleich ist und die Wiirfe
jeweils stochastisch unabhéngig voneinander sind. Nachrech-
nen ergibt, dass das Ergebnis des 50-fachen Wurfes einer fai-
ren Miinze mit einer Wahrscheinlichkeit von 99 % im Intervall
[16,34] liegt.

Didaktischer Kommentar

Das hier vorgestellte Vorgehen ist zwar etwas holzschnittar-
tig, jedoch bekommen Schiilerinnen und Schiler so ein Ge-
fuhl daftr was es bedeutet, bei Zufallsexperimenten Grenzen

Andreas Pallack

zu ziehen und Entscheidungen zu treffen. Es wird deutlich,
an welcher Stelle Entscheidungen getroffen werden mussten,
die nicht vollends rational begriindbar sind.

Die hier simulierte Situation (es wird nur eine begrenzte An-
zahl von Einzelversuchen — hier 50 — durchgefuihrt) entspricht
in vielerlei Hinsicht der Realitat: Es kann z. B. immer nur eine
begrenzte Anzahl Personen befragt werden. Trotzdem liegt es
— vor allem wenn Schulerinnen und Schuler bereits das Ge-
setz der grof3en Zahlen kennengelernt haben — nahe, dass un-
mittelbar vorgeschlagen wird die Anzahl der Wirfe drastisch
zu erhdhen. An dieser Stelle bietet es sich an das Experiment
zu durchdenken und bereits zu einem frihen Zeitpunkt zu
Uberlegen, ob die Erhdhung der Anzahl der Versuche im Ein-
zelexperiment (es wird z. B. nur einmal 1 000-mal gewdrfelt)
tatsachlich einen Beitrag zur Entscheidungsfindung liefert.

Das Beispiel kann sowohl zum Ende der Sekundarstufe |, aber
auch in der Sekundarstufe Il zum Einstieg in die beurteilende
Statistik eingesetzt werden.

( Autor:

Dr. Andreas Pallack, Soest (D)
andreas@pallack.de

} Algebra veranschaulichen — mit dem
TI-Nspire™ Handheld in der Sekundarstufe |

Gunter Heitmeyer

% In einem Schulversuch des Landes Niedersachsen,
beginnend im Schuljahr 08/09, geht es um folgendes
Anliegen: Mathematische binnendifferenzierende Kompeten-

zentwicklung in einem mit neuen Technologien unterstitzten
Mathematikunterricht (MabiKom).

Fir die Klassenstufen 7/8 wird dabei der TI-Nspire™ als
Handheld-Rechner eingesetzt. Das methodische Konzept bei
der Arbeit mit den beiden verfigbaren Rechnertypen (GTR
oder CAS) ist gleich. Man muss sich nur vorstellen, dass der
TI-Nspire™ CAS mit einer gegentber dem TI-Nspire™ GTR
erweiterten Software arbeitet. Probleme, die ich fir den
TI-Nspire™ GTR gelost habe, liefen auch auf dem TI-Nspire™
CAS. Ich kann also ein Problem zunachst fur die GTR - Ver-
sion entwickeln, die Losung unter einem problembezogenen
Namen abspeichern, die elektronische Datei mittels Kabel auf
den CAS - Rechner Ubertragen und dann die erweiterten L6-
sungsmadglichkeiten nutzen. Fur Lehrerinnen und Lehrer be-
deutet dies, dass Entwicklungen weitgehend Ubertragen wer-
den kdnnen, wenn man vom GTR zum CAS aufsteigt.

Die folgenden Dinge gelten fir alle TI-Nspire™ Handheld-

Rechner und bestimmen die Anwendungsmaoglichkeiten:

(1) Es werden Problemldsungen abgespeichert.

(2) Die Belegungen der Variablen gelten nur fir das gerade
aktive Problem.

Tl Nachrichten.indd 5

(3) Die Problemldsung geschieht auf sogenannten Seiten, die
gemal ihrer Anwendung ausgewahlt werden: ,,Calcula-
tor*, ,,Graphs & Geometry*; ,,Lists & and Spreadsheets*,
.Notes*, ,,Data & Statistics*.

(4) Gespeichert werden Dokumente, die ggf. mehrere Pro-
blemlésungen enthalten. Die Nummerierung der Seiten
nach Problemen folgt der Systematik: 1.1, 1.2,1.3, ..., 2.1,
2.2,2.3, ... usw.

Darstellung von Termen als Funktionen
Mit dem TI-Nspire™ ist es auch in der GTR - Version moglich,
Funktionen mehrerer Veranderlicher darzustellen. Dadurch
wird es z. B. moglich, Flacheninhalte und Volumina von Kér-
pern funktional zu behandeln, es geht also um Terme in meh-
reren Veranderlichen, wie sie besonders auch in der 7. / 8.
Klasse vorkommen.

Im gymnasialen Kernkurrikulum Niedersachsens fur die Klas-

senstufen 7/8 findet man dazu u.a.: Die Schilerinnen und

Schiler

A & stellen funktionale Zusammenh@nge durch Tabellen,
Grafen oder Terme dar, auch unter Verwendung des ein-
gefuihrten Taschenrechners, interpretieren und nutzen sol-
che Darstellungen.

R & nutzen den eingef¢ hrten Taschenrechner beim Wech-
sel zwischen verschiedenen Darstellungsformen.

TI—NachrichteiD

31.03.2009 11:11:12 Uhr




Algebra veranschaulichen Gunter Heitmeyer

A & untersuchen, beschrgiben und begr¢nden Auswirkqn— 1A GRD APPRX REELL i
gen von Parametervariationen unter Verwendung des ein-
gefuhrten Taschenrechners. v(x,y,z) "Fehler: Variable ist nicht definiert" a
A & schatzen und berechnen L2ngen, Oberfl2cheninhalt
und Volumen von Prismen mit Hilfe von Formeln. v(10,20,30) 6000.
Diesbezugliche Lerngelegenheiten lassen sich mit dem seq(n,n,l,lO) -l
TI-Nspire™ Handheld besser umsetzen als beispielsweise mit { 1_,2_,3_,4_,5,,6_,7_,8,,9_,10_}
dem TI-84 Plus, Variablen kénnen aus mehreren Buchstaben
bestehen, die verschiedenen Darstellungsmdoglichkeiten sind v(fiI,IfI,SO) -2
gegeben und werden verknipft. Variablen, die in der einen {50.,200.,450.,800.,1250.,1800.,2450.,3200.’
Darstellungsform geandert werden - etwa in der Tabelle - wer-
den zum Beispiel auf die grafische Darstellung Ubertragen. Bei ol
Neuaufruf auf der ,,Calculator” Seite (bei den friiheren Rech- 599 b

nertypen war das der Home-Bildschirm) wird die geanderte
Wertbelegung berticksichtigt. Eine Anderung der Wertbele-
gung einer Variablen auf der ,,Calculator* Seite andert sofort
den Wert der gleichen Variablen in der Grafik oder Tabelle.

Die Liste ,,lil*“ wird erzeugt und in die Spalte A der Tabel-
le oben eingefligt. Der erste Quader hat eine quadratische
Grundflache, die uber ,lil* veréndert wird, mit der Kanten-
lange x und der Hohe 50 in Langeneinheiten. Die zugehorigen
Volumina (Liste ,li2*: li2:= v(li1, li1, 50)) werden funktional
ermittelt:

Dies soll am Beispiel eines Quaders (Volumen, Oberflache)
gezeigt werden.

*quader_no_cas "]
¥ Problemn 1

- T i l|2
| =v(ii1, 1,5
i 50.
| 200.
1 450,

o : ] 800.

B T T T T T YA AT BN 1250-

GRD APPRX REELL

Gemal Abb. 1 werden vier Seiten angelegt: ,,Calculator”, eine

Tabellenseite und 2 Grafikseiten fur Volumina und Oberfla- Abb.5
cheninhalte.
Die Definition kdnnte auch tber die Calculator Seite erfolgen.
1.1 GRD APPRXREELL [l
. I Fensterparameter
XYZ =V .}’,Z) Fertig —
v e IA
v(xy,z:' "Fehler: Variable ist nicht definiert" mml 10 ] 1.
110,20,30) 6000. X-Skala: [ =
1 i
Abb.2 m":l B0 l
Abb. 2 zeigt die Definition der Volumenformel bei der GTR W“’:T'I'sooo I
- Version. Im Vergleich wurde in Abb. 3 die CAS - Version -l
verwendet, die 2. Zeile zeigt den Unterschied der Rechnerty- y-sm:l 500 VIE'
pen auf. : ; 4
1.1 GRD APPRXREELL [l ® R — 4 18] ..
x-y-z—»v(xy,z) Fertig a
Wenn man auf der Grafikseite nacheinander mit Ansicht
v ,y,z) xXyz »Streu-Plot“ bzw. mit ,,Funktion* arbeitet, so erhalt man Zu-
sammenhé&nge zwischen den Listen in den Tabellen und dem
v(10,20,30) 6000. Grafen der zugehdrigen Funktion:

Abb.3

@—Naohr‘ichten
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Algebra veranschaulichen

ﬁ GRD APPRX REELL "]
¥

#(x)=vlx50)

(#2,42)

500
x
el
[emrblbns) ]
Abb.7

Durch Einsetzen und Termvereinfachung erhalt man die For-
mel v(x,x,50) = 50 x2.

Die Abbildungen 8 bis 10 illustrieren die Betrachtung der zu-
gehorigen Quader-Oberflache, der zugehorige Graph wird auf
einer zweiten Graphikseite dargestellt.

2-x-y+2-x-z+2-y-z—»o(x,y,z) Fertig I
I

)
6/99

Abb.8

GRD APPRX REELL "]

2 i3 =
=v(li1,11,50=0(l1,1i1,
1 so] 202, I
2| 200 408
3| 450 618
4|  so0| &3 {
5| 1250  1050. U
c1 | =202. .

0 (7 m‘i)

_
Abb.10
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Gunter Heitmeyer

Durch Einsetzen und Termvereinfachung erhélt man die Dar-
stellung o(x,x,50) = 2-x2 + 200 X.

Der Graph zeigt einen ,fast linearen* Verlauf, ist aber nicht
linear. Dies liegt hier nur an den relativ kleinen x Werten zwi-
schen 0 und 10 im Vergleich zur Hohe 50. Man hat also M6g-
lichkeiten, durch Anderung der Parameter die Losungen auf
den einzelnen Darstellungsebenen zu diskutieren.

Andere Quadertypen lassen sich nun mit Einsetzen u. a. von
Listen in Terme untersuchen, die Ergebnisse werden als Lis-
ten gespeichert :

Fﬁ GRD APPRX REELL q
~

20,20,51) ~1i4
{ 400.,800.,1200.,1600.,2000.,2400.,2800.,3%

ol20,20,57) =45
{880.,960.,1040.,1120.,1200.,1280.,1360.,1»
Ak1,2:51,3-51) 6
{6.,48.,162.384.,750.,1296.,2058.,3072.,43%
ofti1,2:11,3-i1) 47 v
9799
Abb.11
GRD APPRXREELL B
i6 B 2
6 2AL
43 88
162. 198.
384. 352.
750. 550.§
G W Abb.12
iﬁi GRD APPRX REELL U
¥
i
=]
Veolumina - R
o L]
° (pa52)
o . x
G L ]
500 (fi14d) « ’(h‘l,gr'ﬁ) |
e xn_~1 >k~ |
Abb.13
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Algebra veranschaulichen

ﬁ 14) GRD APPRXREELL B
¥

LY
Oberflaechen .
. %

o © E (£7,5)
o(i53) «
*

500
Gi1,57) :

Abb.14

o
»

Mit dem TI-Nspire™ CAS konnten die Formeln fir Volumen
und Oberflacheninhalt direkt bestimmt werden:

v(x,x,SO) —»v}(x):o(x,x,so) -0 f(x) Fertig

vi (x) 50,2

o1{x) 2.x%4200.x

w20,20,x) »v2x):0(20,20x) 02lx)  Fersig

| v
14799

Abb.15

v2{x) 400.x
02{x) 80.-x+800.
v(x,2-x,3-x) ~»v3(x):o(x,2-x,3-x) -»03()()

Fertig

1’3(1) 6.
R

Bei Benutzung eines TI-Nspire™ in der GTR - Version missen
diese speziellen Formeln durch Einsetzen in die Grundformel
ermittelt werden. Dies waére aber auch fur CAS Nutzer eine
sinnvolle Kontrolle. Fur die grafischen Darstellungen sind die-
se Einsetzungen aber nicht erforderlich, sondern fir die Deu-
tungen und ggf. Fehldeutungen des Zusammenhangs.

22.x° © Abb.16

Die hier am Beispiel des Quaders abgehandelten Methoden
lassen sich auf andere Flachen- und Raumprobleme Uber-
tragen. Die Untersuchungen mit dem Rechner fuhren auf
unterschiedliche Darstellungen, erlauben tiefere Einsichten
und lassen Binnendifferenzierung im Unterricht zu, denn Fra-
gestellungen lassen sich z.B. leicht abandern und erweitern,
ganz im Sinne des Kernkurrikulums. Es liegt mir daran, All-
tagsprobleme des Schulunterrichtes anzusprechen und me-
thodisch neu aufzuarbeiten, um den Bildungsstandards ge-
recht zu werden.

Gunter Heitmeyer

Algebra und Geometrie

Im niederséachsischen Kerncurriculum werden als Kompeten-

zen formuliert: Die Schulerinnen und Schiler

R & stellen geometrische Sachverhalte algebraisch dar und
umgekehrt.

A & nutzen den eingef¢hrten Taschenrechner und Geome-
triesoftware zur Darstellung und Erkundung mathemati-
scher Zusammenhéange sowie zur Bestimmung von Er-
gebnissen.

A & nutzen den eingef¢ hrten Taschenrechner beim Wech-
sel zwischen verschiedenen Darstellungsformen.

A & veranschaulichen und interpretieren Terme.

Problemstellung

Zielsetzung ist ein geometrischer Nachweis der folgenden
Gesetze aus der Algebra, bzw. eine Veranschaulichung der
Gesetze fur positive Zahlen:

(1)a-(b+c)=a-b+a-c

2) (x+y)(b+c)=x-b+x-c+y-b+y-c

Der Flacheninhalt eines Rechteckes wird auf unterschiedliche
Weisen berechnet. Die Formeln sind also eine Interpretation
der Ergebnisse der Flacheninhaltsermittlungen. Je nach Un-
terrichtssituation kann die folgende Zeichnung mit den Schi-
lerinnen und Schilern entwickelt oder fertig elektronisch
Uberspielt werden. Mit dem TI-Nspire ™ steht eine dynamische
Geometrie Software zur Verfigung. Zunachst wird ein neues
Problem generiert und eine Seite in der Ansicht Ebenengeo-
metrie erzeugt:

U Y
¥y
(Ciri+
6: Bibliot}3: Calculator I
7: Anmeld: Graphs & Geometry o
R 5: Lists & Spreadsheets 1
500 e " [B:Notes
e = [7:Data & Statistics
1 [8: Programmeditor b
; Datenerfassun: Cirl+D)
» & 7l)= 2
Abb. 17 Abb. 18

Autoren willkommen!
Kritik erwiinscht!

Ihr Beitrag zu den TI-Nachrichten ist herzlich willkommen,
besonders natrlich Beispiele aus dem Unterricht. lhre Kritik
hilft uns, Ihren Wiinschen besser gerecht zu werden.

[hr Lob spornt uns an.

Senden Sie lhre Beitrage bitte per E-Mail an
unsere TI-Nachrichten Redaktion:
ti-nachrichten@ti.com

oder per Post an
Texas Instruments, Education Technology, TI-Nachrichten,
Haggertystralel, 85356 Freising, Deutschland
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Algebra veranschaulichen

1: Aktionen ey oeeil 4
1: Grafikansicht

2.1 | GRD APPRX REELL -

k lem

L. 3: Analytisches Fenster ausblenden
L. 4: Achsen ausblenden

1 S5: Gitter anzeigen

%6: Eingabezeile ausblenden (Ctri+G)

= 7: Skala anzelgen
% 8: Ach dh anzeigen
B8 9: Funktionstabelle hinz:

& 1= |s
Abb. 19 Abb. 20
1: Aktionen Heprxreete B [ 21| GRD ApPRxREELL
2: Ansicht — —
A 3: Grafiktyp i lem lem
4: Fenster W
o C
= 6: Punkte & Geraden o
& 7: Messung ,
8: Formen g : Kreis
9: Konstruktion 2: Dreieck
=+* A:Abbildung
7 4: Polygon Punkt &5
5: Req, Polygon
Abb. 21 Abb. 22
é 1: Aktionen *|PPRX REELL N 2.1 | GRD APPRX REELL []
21 Ansicht ,_,i —
s 22 Grafiktyp o lem lem
4: Fenster L
I\ 5: Spur ¥
« 6: Punkte & Geraden 4
2 7: Messung ‘Punk't (s5)
8: Formen = 2: Parallel
ga Konstruktion Zi Mittellot
A 7 ok
477 5: Mittelpunkt
}[6: Geometrischer Ort
‘©7: Zirkel
|22 8: MaBdbertragung
Abb. 23 Abb. 24
T: Aktonen Verrxree, B RS > | cro aerxrec B
2: Ansicht — —
s 3: Grafiktyp f lem lem
4: Fenster L
5: Spur | S
« 6:Punkte & Geradd - 1: Punkt
7: Messun -~ 2: Punkt auf
8: Formen
9: Konstruktion — 4: Gerade x
-+* ArAbbildung — 5: Strecke
T — B: Halbgerade
17 Tangente
- 8 Vektor
(™ 9: Kreisbogen
Abb. 25 Abb. 26

In den Abbildungen 21 bis 26 wurden ein Rechteck sowie
vier Teilrechtecke konstruiert. Der Flacheninhalt des aufl3eren
Rechtecks kann nun auf verschiedene Weisen bestimmt wer-
den, z.B. Uber die Inhalte der Teilrechtecke. Dazu mussen die
Teilstrecken vermessen werden:

% 1: Aktionen Yeprxreel ) 4 21| GroAPPRXREELL B
2: Ansicht — —
A 2: Grafiktyp f lem lem
4: Fenster L
S: Spur "
« 6: Punkte & Geraden o
&7 ¥
8: Formen J
9: Konstruktion 13t 23em
< AzAbb :
S e
Abb. 27 Abb. 28
2.1 | GRD APPRX REELL [ N 21| croaperxreett. M
Tem tem
b=2.3 crr
E-‘-. Fah ﬂ'
"
Abb. 29 Abb. 30

Tl Nachrichten.indd 9

Gunter Heitmeyer

Analog werden die anderen Langen bestimmt, die Langen-
messung wird jeweils durch doppeltes Dricken der ENTER-
Taste bestatigt, mit der VAR-Taste wird die Bezeichnung als
Variable vorbereitet und dann tUberschrieben mit der gewahl-
ten Bezeichnung. Die Gesamttexte kdnnen an die gewiinsch-
te Stelle in der Zeichnung verschoben werden, wenn vorher
mit ESC die L&ngenmessung beendet wird.

S 2 Poro Arerxreel.
Lem
a=12cm
b=4.58065 cm
d=8 cm
c~3.41?35 cn "
X=4.8284 cm y=7.1716 cm
Abb.31

Auf einer Calculator-Seite kdnnen anschlie3end die Flachen-
inhalte berechnet und verglichen werden.

IR 22 | GRO APPRXREELL E
a-(b+c) %. 0
a-b+a-c 96.
bey)-(be) 9.
xb+xcty-b+yc 96.

Abb.32

Im Geometrie-Fenster lassen sich die Abmessungen des
Rechtecks mit Hilfe des Zeigers verandern:

< 2.1 GRD APPRX REELL |

i

lcm

a=9.85928 cm

b=2.71609 cm d=5.79151 cm

¢=3.07542 cm g

X=3.96705 cm  y=5.89223 cm

Abb.33

TI—NachrichteED
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Algebra veranschaulichen

< 2.2 | GRD APPRX REELL !_l
xX-b+x-c+y-b+yc 96. A
a-(b+e) 57.1001503681
abeic 57.1001503681
bey)-(B+c) 57.1001503681
besy)-(+c) 57.1001503681
ad 57.1001503681
|

9799

Abb.34

} Die Vase

Henning Korner

Vorbemerkungen

Es wird ein Kurzbericht zu einer projektartig angelegten
Unterrichtsreihe zum Modellieren innerhalb eines Analysis-
Grundkurses vorgestellt. Die grundlegenden Fertigkeiten
(Ableitungen, Bestimmen von Funktionen aus Nebenbedin-
gungen) waren den Schulerinnen und Schillern aus Klasse 11
bekannt aber nicht gleichermalf3en routinisiert prasent. Auf der
inhaltsbezogenen Ebene diente die Einheit der Wiederholung
und EinfUhrung neuer Verfahren im Themenkreis Interpolati-
on, auf der prozessorientierten Ebene standen Modellieren,
Argumentieren, Darstellen und Prasentieren im Vordergrund.
Der Rahmen war so gestaltet, dass der Kurs eine Forschungs-
und Entwicklungsabteilung fuir Mathematisierungen darstell-
te und durchweg selbsttétig bezlglich der Inhalte und Organi-
sationsformen arbeiten sollte. Der Lehrer war als Experte fur
mathematische Spezialprobleme standiger Ansprechpartner
und Koordinator. Die Lerngruppe war damit durchweg Motor
des Geschehens, der Lehrer blndelte, fasste zusammen und
sicherte den Uberblick. Intensive, teilweise lang andauernde
Gruppenarbeitsphasen wechselten sich mit ebenso intensi-
ven, langeren, sach- und problembezogenen Gesprachspha-
sen im Plenum ab. Uber diese Grobstruktur hinaus gab es
keine kleinteiligere Vorbereitung des Ablaufs, denn die Ideen,
Probleme und Bearbeitungen der Schuler sollten die weite-
ren Wege und teilweise auch methodischen Ausgestaltungen
bestimmen. Den Schiilern stand ein GTR zur standigen Verfu-
gung (T1-84 Plus).

Projektverlauf und Durchflihrung

Die Aufgabe

Ein Designer konstruiert in freier Skizze eine Vasenform oder
er stellt ein reales Modell her. Fir die computergestutzte, in-
dustrielle Fertigung (CAD) soll die Form durch eine geeignete
Kurve beschrieben werden

10 TI-Nachrichten
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Durch Kopieren der Formeln in die Eingabezeile erhalt man
die resultierenden Ergebnisse und bestatigt dadurch die Alge-
bragesetze, die sich aus der Flacheninhaltsgleichheit ergeben
fur positive Zahlen.

Hinweis: Man konnte auch Uber den Befehl ,,.Berechnen* im
Meni ,,Aktionen* die Ergebnisse auf der Geometrieseite er-
zeugen, die Darstellung wird dann wegen der Flle der Infor-
mationen etwas unubersichtlich.

( Autor:

Gunter Heitmeyer, Stadthagen (D)
guenter.heitmeyer@t-online.de

Abb. 1

Voruberlegungen

Im Plenum wurden zundchst gemeinsam Voruberlegungen

angestellt und dokumentiert:

A Die Vase hat einen Sockel. Soll der ber¢ cksichtigt werden,
was realistisch ware, oder soll er zunachst weggelassen
werden wegen des Aufwandes? Es wird entschieden, ihn
zuerst einmal wegzulassen.

A Damit man als L®sung eine Funktion erh2lt, wird die H°he
in Richtung der x-Achse abgetragen, der Boden liegt dann
auf der Y-Achse.

A

Abb. 2
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Die Vase

Erste Ideen und Losungen

1. Idee: Man liest einige Punkte ab und bestimmt das Interpo-
lationspolynom. Das Bestimmen eines solchen Polynoms ist
Hausaufgabe. Da Uiber die Art der Skalierung im Vorfeld nichts
erdrtert wird, gibt es verschiedene, teilweise schwer vergleich-
bare Losungen. Die vielleicht naheliegende Skalierung 1 Ein-
heit 0 1cm wird nicht von allen benutzt. Exemplarisch werden
hier zwei Losungen vorgestellt (Angaben in cm):

Silke: X 0 3,5 7,5 9,5

y 1,6 3 1,4 2.4

f.(x) = 0,027x° - 0,404x> + 1,483x + 1,6

Insa: X 0 2,5 5 7

y 1,5 2,5

f,(x) = 0,059x° - 0,605x* + 1,542x + 1,5

l 10

Abb. 3: Silke Abb. 4: Insa

Aufgrund der unterschiedlichen Skalierung lassen sich beide
Ldsungen schlecht vergleichen (vgl. Abb. 3 / Abb. 4); ein ent-
sprechendes "Umrechnen’ liefert:

-3

I

Henning Korner

heiRt hier in allgemeiner Ubereinstimmung: Mehr Punkte ab-
lesen. Dahinter steht die stillschweigend gemachte, nicht hin-
terfragte, sehr einleuchtende Annahme: Je mehr Punkte man
abliest, desto besser passt die gefundene Funktion.

Schon hier wird erfasst, dass bei hoher Anzahl von Punkten
die Gefahr von Eingabefehlern und Unibersichtlichkeit rapi-
de wachst (30 Punkte: 930 Eingaben; allgemein: n Punkte:
n-(n+1) Eingaben). Also muss wohl probiert und abgewogen
werden.

Silkes Hinweis, dass sie ja nicht irgendwelche Punkte abgele-
sen hat, sondern versucht hat, die besonderen, charakteristi-
schen zu benutzen, fuhrt zu einer Alternative: Es sollen weite-
re charakteristische Elemente der Kurve benutzt werden, also:
Statt ,,viel Gleiches* lieber ,,punktuell tiefere Eigenschaften®.
Es soll also nicht nur die Lage der Punkte beachtet werden,
sondern auch das Anderungsverhalten der Kurve. Damit er-
geben sich zwei Arbeitsprogramme und es werden entspre-
chend zwei Gruppen gebildet, die jeweils an einem Programm
arbeiten:

Gruppe A: Es werden mehr Punkte ausgelesen und entspre-
chende Interpolationspolynome bestimmt (n Punkte: Polynom
vom Grad n-1).

Gruppe B: Es werden charakteristische Punkte ausgelesen
und dann nach Anzahl der notwendigen Bedingungen ent-
sprechende Polynome in Ansatz gebracht.

Beide Gruppen teilen sich jeweils selbstandig in zwei Unter-
gruppen auf, um effektiver arbeiten zu kénnen und beschlie-
Ben, sich gegenseitig zu beraten und zu informieren. Um eine
gute Vergleichbarkeit zu erreichen, wird die Skalierung von
Silke von allen Ubernommen.

In den Teilgruppen aus A werden folgende Messwerte abge-
lesen:

A B C D E F G H | J K
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 (95

Abb. 5: Silke Abb. 6: Insa

Um herauszufinden, ob diese Modelle zur realen Vase passen,

wird eine auf Displaygrof3e gestauchte Skizze der Vase herge-

stellt und entsprechend auf das Display gelegt. Der Vergleich

zeigt, dass beide Modelle nicht passen. Die Hochpunkte sind

an der falschen Stelle, die Form stimmt nicht. Auerdem wird

festgestellt, dass die Funktionsgraphen nicht genau durch die

Punkte verlaufen, was aber als Rundungsproblem des GTR

(Grafik ungenauer als Numerik) erkannt wird. Es ist schon

jetzt klar, dass es keine exakte Losung des Problems geben

kann, weil an vielen Stellen Ungenauigkeiten nicht zu vermei-

den sind. Dies gilt unabhangig davon, wie genau die Messge-

rate sind. So wird z.B. gerundet bei

A dem !bergang von der Vase zur Skizze,

A beim Ablesen der Punkte (vgl. Silke (0|1,6) und Insa
(011,5)),

A beim Berechnen der Koeffizienten (GTR).

Wie kann das Modell verbessert werden? Schnell ist Kklar,

dass mehr Information verarbeitet werden muss und dies

Tl Nachrichten.indd 11

16(23(265(29 |29 |275|19 (14 (155|21|24

A B Cc D E = G
0 1 2 3 3,5 4 5
1,6 2,3 2,7 2,9 3 29 2,7
H | J K L M N
55 6 7 7,5 8 9 9,5
2,3 1,8 1,4 1,4 1,6 2,2 2,4

Die Gruppe B1 arbeitet mit verschiedenen Ansatzen, sie be-
nutzt Silkes Punkte und zusatzlich ausgewahlte Extrem- und
Wendepunkte. Die Gruppe B2 kommt zu keinen prasentier-
und dokumentierbaren Ergebnissen.

Die Auswertung findet im Plenum statt, die Gruppen berich-

ten gegenseitig, formulieren Fragen und erlautern Probleme,
die bei der Bearbeitung entstanden sind.

TI—Nachrichten‘:D
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Die Vase

Gruppe A: Es gibt einige Uberraschungen und Irritationen:
(1.) Die reduzierte Matrix hat nicht das erwartete Aussehen.

100000000 145. 00
010000000 -7,179.. 0 O
001000000 0,001.. 00
000100000 -0,018.. 00
000010000 0,131.. 00
000001000 -0,604..00
000000100 1737.. 00
000000010-2982..00
00000001 2734. 00
000000000 O 10
000000000 0 01

Die letzten beiden Zeilen liefern jeweils 1 = 0, was bedeuten
wirde, dass es gar keine solche Funktion gibt. Dies wider-
spricht der bisher gemachten Erfahrung, dass zu n Punkten im-
mer ein Polynom (n-1)-ten Grades existiert. Eine Nachfrage an
den Experten (Lehrer) bestatigt diese theoretische Erkenntnis.

Was nun? Das Problem muss bei der Bearbeitung mit dem
GTR liegen. In Folge der teilweise sehr groRen Zahlen in dem
LGS wird es wohl zu Rundungen kommen, die dann zu der
falschen reduzierten Matrix fiihren. Eine Uberpriifung mit leis-
tungsfahigerer Technik bestatigt dies. Da der Lerngruppe kein
CAS zur Verfligung steht, wird beim Experten entsprechend
nachgefragt. Mit einem CAS (Voyage "200) erhalt man tat-
séchlich die erwartete Gestalt der reduzierten Matrix und als
Ldsungsfunktion:

f(x)= -0,0000092037771692171-x'°
+0,00046060405524026 - x°
+0,0098661650946068 - x°
+0,11808763189605 - x ’
-0,86514573002445 - x©
+3,997456003767 - x°
-11,567993945896 - x 4
+20,055228204679 - x°

-18,806318164896 - x2
+7,778100765292- x +1,6

(2.) Beim Skizzieren dieser Funktion ergeben sich wieder Be-
sonderheiten, die wiederum Folge von Rundungsfehlern sind,
oder auch nicht?! In Abhangigkeit der Anzahl an Dezimalstel-
len erhélt man sehr unterschiedliche Kurvenverlaufe:

Abb. 7: alle Stellen Abb. 8: 12 Stellen

12 TI-Nachrichten
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1 1 T

Abb. 9: 8 Stellen

Abb. 10: 4 Stellen

Je hoher die Exponenten, desto starker wirken sich auch mini-
male Rundungsfehler aus ( 2!°=1024; 1,99'°=973,93... )! Aber
unabhangig davon gibt es einen stdrenden, unerwarteten
‘Buckel” zwischen den ersten beiden Punkten! Dieser scheint
unabhéangig von der Eingabegenauigkeit zu sein und muss
seine Ursache also im mathematischen Hintergrund haben.
Die anfangliche, stillschweigend gemachte, von keinem hin-
terfragte Annahme ,,Je mehr Punkte, desto besser approxi-
miert das Interpolationspolynom die gewiinschte Kurve* hat
sich als falsch entpuppt!

Haben wir hier nur Pech gehabt, ist das hier also ein Sonder-
fall, oder tritt dieses Phdanomen regelméaRig auf? Kénnen wir
die Art und Weise des Auftretens antizipieren und dann viel-
leicht auch vermeiden? Zur selbstéandigen Uberpriifung wird
als Hausaufgabe die sukzessive Bestimmung der Interpolati-
onspolynome zu A(0|0), B(1]|1), C(2|3), D(3|4), E(5|5) und F(8|6)
aufgegeben. Hier erleben die Schiiler dann, wie bei Hinzunah-
me von E Schwankungen entstehen, die bei F noch gréf3er
werden. Die Besprechung fiihrt dann zu der neuen Einsicht:
Je mehr Punkte interpoliert werden, desto gréf3er kdnnen die
Schwankungen werden, sie sind allerdings nicht in Gréf3e und
Art antizipierbar.

Gruppe B: Zuerst werden der Hochpunkt (3,5|3) und der Tief-
punkt (7,5]1,4) benutzt, was auch Silkes Absicht entsprach:
Aufgrund der zwei zusatzlichen Bedingungen (f(3,5) = 0 und
f(7,5) = 0) ergibt sich eine Funktion finften Grades:

f(x) = 0,001x° + 0,032x* - 0,293x3 +
+0,962x2 - 0,570 + 1,6

Diese Funktion passt noch schlechter; der zusétzliche Wende-
punkt stort erheblich (vgl. Abb. 11).

Abb. 11 Abb. 12

Der Wendepunkt soll in (0]1,6) liegen, also zus®tzliche Bedin-
gung: f*(0)=0. Die Losungsfunktion

f(x) = - 0,00015x° + 0,004x° + 0,027x*
+ 0,052x® + 0,450x + 1,6

passt besser (vgl. Abb. 12), ist aber noch nicht Gberzeugend.
Es wird ein zweiter Wendepunkt bei (5,9|...) angenommen,
was dann zu folgender Losungsfunktion fuhrt:
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Die Vase

f(x) = - 0,000037x" + 0,001x° + 0,0094x>
+ 0,041x* - 0,092x® + 0,713x + 1,6

Immer noch nicht perfekt. Jetzt kdnnte man noch die Stei-
gung in (0[1,6) definieren ... .

Zwischenergebnis 1

Gruppe A: Interpolationspolynome stellen ein schlechtes
Verfahren zur Approximation einer Kurve dar, weil es sowohl
schnell zu technischen Problemen (Rundungen, Matrizen-
rechnung) als auch zu mathematischen Problemen (Schwan-
kungen) kommt. Wahrend hier die Technik noch kein kon-
stitutives Problem darstellt, wenn CAS zur Verfigung steht,
bleibt das mathematische Problem unausweichlich bestehen,
also: Mehr Mathematik und bessere Technik!

Gruppe B: Die Berucksichtigung charakteristischer Punkte
liefert zwar halbwegs akzeptable Ergebnisse, allerdings weifld
man vorher nichts tGber die Gite des Ergebnisses, man muss
immer wieder probieren und korrigieren, erhdalt zwischenzeit-
lich sogar schlechtere Ergebnisse.

Eine Systematik muss her!

Nach der Prasentation und Diskussion der einzelnen Gruppen-
ergebnisse wurde einsichtig, dass beide Vorgehensweisen
nicht optimal sind. Beim Vergleichen beztglich der Vor- und
Nachteile wurde aber fur alle deutlich, dass man voneinan-
der lernen kann, das Ganze ist mehr als die Summe der Teile,
Gruppenarbeit allein reicht nicht, es muss auch Phasen des
gemeinsamen Informierens, Vergleichens und Reflektierens
geben. Es war also lohnend gewesen, sich arbeitsteilig in-
tensiv mit den einzelnen, unterschiedlichen Strategien zu be-
schaftigen, nun konnte man versuchen, die Erfahrungen der
jeweils anderen Gruppe im weiteren Vorgehen zu bertcksich-
tigen: Gruppe A von Gruppe B: Beachte besondere Punkte,
benutze sie bei der Konstruktion einer Losungsfunktion. Grup-
pe B von Gruppe A: Nimm nicht zu viele Bedingungen, es gilt
nicht immer ,,Viel hilft viel, es kénnen Rundungsprobleme
auftreten.

Weitergehende Ideen und L6sungen

Die bisher gefundenen Strategien lassen noch kein mecha-
nisiertes Verfahren zu. Einige suchen nach einer Losungsfor-
mel, einige zweifeln daran, dass es so etwas in diesem Fall
Uberhaupt gibt. Zwar sind notwendig zu berucksichtigende
Aspekte erarbeitet, es fehlen aber hinreichende fir ein ziel-
gerichtetes Verfahren. Man ist sich einig: Neue Ideen braucht
das Land!

Die Suche nach einer einzigen Funktion, die alle Punkte ver-
bindet und die Form der Vase hinreichend annéhert, entpupp-
te sich als schwierig und schien in eine Sackgasse zu fuhren.
Wenn so etwas passiert, muss man den Mut haben und ver-
suchen, noch einmal ganz anders an die Sache heranzugehen,
indem man z. B. wieder an den Anfang zuriickgeht. In diesem
Fall heil3t dies, die abgelesenen Messpunkte noch einmal zum
Ausgangspunkt fur einen qualitativ anderen Ansatz zu neh-
men. Schon in der Anfangsphase wurde wahrend der Vori-
berlegungen die zunéchst naheliegende Méglichkeit genannt,
die Messpunkte durch geradlinige Stiicke zu verbinden. Diese

Tl Nachrichten.indd 13
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Idee war aber sofort verworfen worden, weil in diesem Mo-
dell nicht gewiinschte Knicke in den Ubergangsstellen unver-
meidbar sind. Aber vielleicht ist die Grundidee ja fruchtbar,
namlich die Annaherung durch stiickweise miteinander ver-
bundene Funktionen, also nicht eine Funktion fur alle Punkte,
sondern mehrere fir einige (,,divide et impera“).

Es wird der Vorschlag gemacht, die Punkte durch Parabelb6-
gen knickfrei zu verbinden. Es war bekannt, das man zur ein-
deutigen Bestimmung einer Parabel (als quadratische Funkti-
on) drei Punkte oder drei Bedingungen benétigt. Im Plenum
wurde eine Strategie zur konkreten Berechnung von Para-
belbdgen erarbeitet:

(i) Zwei benachbarte Punkte; Steigungen im linken Punkt stim-
men mit vorheriger Parabel tGiberein (,,knickfreie Verbindung*);
(ii) Beginn mit Parabel durch die Punkte A, B und C.

Es werden die 11 Punkte der Gruppe Al benutzt (vgl. Abb. 13).
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Abb. 13 Abb. 14

Zunéchst wird der sinnvoll erscheinende Vorschlag gemacht,
die Parabeln arbeitsteilig zu bestimmen und dann die Einzel-
ergebnisse zum Gesamtergebnis zusammenzufiigen. Nach
kurzer Zeit bemerken die einzelnen Gruppen aber schnell,
dass sie wegen (i) alle auf Informationen einer anderen Grup-
pe angewiesen sind, die Steigung im linken Punkt liefert die
links liegende Parabel, und fir deren Gleichung bendétigt man
wiederum die Steigung der links davon liegenden Parabel. Es
muss also nach (ii) zunachst die Parabel durch A, B und C
ermittelt werden, ehe dann sukzessive die Ubrigen berechnet
werden kdnnen. Im Unterricht werden die ersten drei Para-
beln bestimmt, die Berechnung der Ubrigen ist Hausaufgabe.
Das Ergebnis:

Steigungsbedingung | Funktionsgleichung

f o) = -0,175x% + 0,875x + 1,6
fo(X) = 0,175x2 - 0,125x + 2,65

f_(x) = -0,275x? + 1,975x - 0,55
f_(x) = 0,025x2 - 0,425x + 4,25

f,(2)=0,175
f .(3) = 0,325
f(4) =-0,225

f(5) = -0,175 f..(X) = -0,625x2 + 6,075 -12
f,(6) = -1,425 f,,(x) = 0,875x? - 11,925x + 42
f,(7)=0,325 f,(X) = -0,175x2 + 2,775x - 9,45
f(8) = -0,025 f,(x) = 0,575x? - 9,225x + 38,55

f,(9) = 1,125 f,(x) = -1,05x* + 20,025x - 93,075

Die sukzessive Interpolation durch Parabelstiicke verhindert
groRe Schwankungen; Rundungsfehler spielen auch keine
entscheidende Rolle mehr. Insofern sind die Probleme, die
bisher auftraten, angemessen gelost, aber: Die Funktion zwi-
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schen H und I (f,) hat Rechtskrimmung, wo Linkskrimmung
erwartet ist. Dieses Phanomen tritt auch schon zwischen f,
und f_, auf (Vorzeichenwechsel beim Koeffizienten a), ist dort

aber nicht augenscheinlich.

Y
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Abb. 15

Es gilt sogar, zumindest in diesem Beispiel: Die Parabeln
wechseln immer ihr Krimmungsverhalten. Wenn dies allge-
mein gilt, darf man dann nur Wendepunkte ablesen? Nein,
auch dieser Ansatz liefert nicht das gewiinschte Ergebnis.

Zwischenergebnis 2 und ein Korrekturversuch

Die Verbindung der Punkte durch Parabelstiicke ist ein syste-
matisches Verfahren, das wegen der Polynome von maxima-
lem Grad 2 zu keinen nennenswerten Problemen im Zusam-
menhang mit Rundungen fiihrt. Auch kommt es zu keinen
groRRen, unkalkulierbaren Schwankungen. Trotzdem kann es
partiell zu qualitativ falscher Form kommen, das Krimmungs-
verhalten stimmt nicht, also: Bessere Mathematik muss her!

Es gibt zwei Ansatze und Ideen:

(1) Marietheres: Zwischen H und | weitere Punkte ablesen
und wieder Parabeln bestimmen, bis es optisch passt.

(2) Jan-Hendrik: auch das Krimmungsverhalten beriicksich-
tigen, also f .

Wahrend Marietheres also lokal reparieren mochte, will Jan-
Hendrik mit grundsétzlich anderem Ansatz weiterarbeiten.

Marietheres bekommt den Auftrag, ihren Reparaturvorschlag
durchzufi hren und zu berichten. Mit L( 7,5 | 1,4 ) erh@It sie:
f,, (X) = -0,65x? + 9,425x - 32,725 und
f,(x) = 1,25x2 - 19,075x + 74,15.
Das Ergebnis ist frustrierend (vgl. Abb. 16). Wieder ist das
Krimmungsverhalten falsch und auf3erdem ist in | ein Knick
entstanden; es muss also auch f | ersetzt werden; man erhalt:
f,(x) = -0,375x* + 6,925x - 29,85

’ J
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Abb. 16 Abb. 17

Auf diesem Weg lasst sich das Problem nicht grundsatzlich
I6sen; der Krimmungswechsel bleibt, auch wenn er durch zu-
nehmende Verfeinerung schlie3lich kaum noch zu sehen sein
wird. Wenn man aber die Punkte so dicht legt, dass der Kriim-
mungswechsel optisch unbedeutend ist, liefert eventuell auch
eine lineare Verbindung schon angemessene Ergebnisse.
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Bemerkung: Im Nachhinein wird Kklar, dass Wendepunkte bei
einer Verbindung mit Parabelstiicken nur in den Stutzpunkten
entstehen kénnen, da ja Parabeln keine Wendepunkte haben,
also zwischen den Stutzpunkten keine Wendepunkte auftre-
ten durfen. So hatte man schon hier die eingeschréankte Eig-
nung der Parabelverbindung erahnen kdnnen, aber: ,,Klugheit
gibt es nur im nachhinein.*

Neue Idee und LOsung

Damit ruhen jetzt alle Hoffnungen in Jan-Hendriks Vorschlag,
das Krimmungsverhalten zu bertcksichtigen. Aber wie ge-
nau soll dies geschehen? Es muss sicher die zweite Ableitung
ins Spiel kommen. Man wird also fordern, dass an den Uber-
gangsstellen, also in den Stutzpunkten, auch die zweiten Ab-
leitungen Ubereinstimmen. Nattrlich geht das jetzt nicht mehr
mit Parabeln, weil man immer zwei Punkte, Knickfreiheit und
Krimmungsverhalten berlicksichtigen muss, also 4 Bedin-
gungen von Punkt zu Punkt. Wir setzen also Polynome dritten
Grades an. Wenn man 11 Punkte hat, werden damit 10 Funk-
tionen benétigt und damit 40 Bedingungen und Gleichungen,
also letztendlich 1640 Eintragungen; es reichen vielleicht erst
einmal funf Punkte mit vier Funktionen, also 16 Bedingungen.
Was ist notwendig:

(1) Jede Funktion verlauft durch 2 Punkte (AB, BC, CD, DE) (8
Bedingungen)

(2) Knickfreiheit in B, C und D (3 Bedingungen)

(3) Krummungsverhalten in B, C und D (3 Bedingungen)

Es fehlen also noch zwei Bedingungen. Liegt das an der An-
zahl der Stutzpunkte? Nein, denn durch jeden neuen Stiitz-
punkt kommen ja vier Bedingungen dazu. Dass zwei Bedin-
gungen noch fehlen leuchtet ein, denn die Punkte A und E
sind nur einmal berlcksichtigt worden. Man kann also das
Verhalten an den Raéndern noch beliebig festlegen. Es wird
einfach von linearer Fortsetzung an den Enden ausgegangen,
was zur Folge hat, dass die zweite Ableitung in den Endpunk-
ten Null ist. Welche finf Punkte sollen nun gewahlt werden? A
und K mussen auf jeden Fall dabei sein, der Rest ist eigentlich
beliebig, also werden vier Gruppen gebildet, die jeweils funf
Punkte auswéhlen und das Verfahren dann durchfihren. Da-
nach wird die beste Losung ausgewahlt, soweit mindestens
eine geeignete dabei ist. Spatestens, wenn man die Bedin-
gungen aufstellt und versucht, die erste Funktion zu ermitteln,
fallt auf, dass dies nicht mehr auf die gleiche Weise geht wie
bei den Parabeln, also sukzessive hintereinander, zuerst f,,
dann f. (usw.). In einer Bedingung steckt immer schon eine
weitere Funktion, fur deren Bestimmung wiederum eine wei-
tere Funktion bendtigt wird. Erst alle Bedingungen zusammen
ermdoglichen die Berechnung aller Funktionen, man muss also
eine grofRe Matrix bilden. Dies kdnnte man umgehen, wenn
man die ersten vier Punkte fur das erste Polynom benutzt (in
Analogie zum Vorgehen bei den Parabeln), aber dann handelt
man sich ja u. U. wieder das Problem der Interpolationspoly-
nome ein!

Es werden 5 Gruppen gebildet, die 5 verschiedene Messpunk-
te wahlen und mit diesen eine Funktion mit dem erarbeiteten
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Verfahren bestimmen. Es wird beschlossen, am Ende die am
besten passende Funktion als Losung des Problems zu neh-
men. Exemplarisch wird das Verfahren hier fur die Punkte A,
D, F, H und K dargestellt.

= 3 2
foX)=axi+ax’+ax+a,

Ansatz: e = dx®+dx*+dx+d;
fo (X) = T3 + 1. + £ x +
() =hx® + hx>+hx+h,

Wegen der Fulle an Variablen und Zahlen ist eine systemati-
sche Kennzeichnung der Variablen wichtig. Wegen der Ein-
heitlichkeit der Matrixeingabe mussen die Gleichungen der
Form f, *(3) = f,(3) in f,*(3) — f,.'(3) = O umgeformt werden.

Die vollstandige Matrix wird hier aus Platzgriinden nicht wie-
dergegeben (vgl. Anmerkung am Ende des Artikels). Wertet
man diese Matrix aus (Diagonalform), so erhélt man folgende
vier Funktionen:

f,,(X) = -0,0100x® + 0,5240x + 1,6

f_.(X) = -0,0364x° + 0,2369x2 - 0,1867x + 2,3107
f,(X) = -0,1227x° - 2,1493x2 + 11,7445x - 17,5747
., (X) = -0,0569%° + 1,6227x? - 14,6595x + 44,0348

Abb. 18

Berucksichtigt man, dass nur funf Punkte benutzt werden, so
Uberzeugt die Losung. Es zeigt sich beim Vergleich der Grup-
penergebnisse, dass auch bei anderer Wahl der Punkte gute
Ergebnisse erzielt werden. Viel mehr Punkte kann der GTR
allerdings nicht bearbeiten (Speicherproblem), so dass man
hier wieder an technische Grenzen stoR3t, ein leistungsstéar-
keres Gerat (CAS) schafft aber auch die Berechnung fur 10
Punkte. Eine Losung fur alle Punkte aul3er K kann Uber die
Materialdatenbank abgerufen werden.

Endergebnis

Mit Polynomen dritten Grades, die in den Stutzpunkten knick-
frei und mit demselben Krimmungsverhalten verbunden
werden, lassen sich frei skizzierte Kurven gut approximieren.
Dieses Verfahren heil3t Spline-Interpolation.

Bemerkung: ,,Spline* bedeutet ,,Kurvenlineal“ bzw. auch
,.Biegelinie*. Wenn man eine biegsame Latte um Haltenasen
(hier: Stutzpunkte) legt, entsteht eine Kurve, die in dem Sinne
optimal ist, dass sie moglichst wenig gebogen ist, also wenig
gekrimmt ist.

Sind wir jetzt fertig? Ja, wir haben eine geeignete, stabile
Funktion gefunden. Nein, weil da ja noch der Sockel ist ...
AuRRerdem: Wenn der Designer sich plétzlich etwas anderes
Uberlegt, z.B. etwas mehr Dickbauchigkeit der Vase, dann
muss man wieder von vorne anfangen, weil ja alle Funktionen
inhaltlich miteinander verbunden sind. Dies wére dann doch
wieder ein Anlass fur mehr Mathematik!
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Nachlese

Der methodische Schwerpunkt der Unterrichtssequenz lag
auf der Selbststeuerung der Lerngruppe und der méglichst
weitgehenden Selbsttatigkeit beim Erarbeiten der (Teil-) L6-
sungen. Das gemeinsame Ziel (,Vasenformel’) trug den Ein-
satz und die Produktivitat Gber 4 Wochen hinweg. So hatte
sich in der Arbeitsphase zur Ermittlung der Splines durch Zu-
fall eine Gruppe mit durchweg leistungsschwacheren Schiile-
rinnen und Schilern gebildet, die aber den Ehrgeiz entwickel-
te, wirklich vollstandig allein die Zielfunktion zu berechnen,
was schlie3lich auch gelang. Hier mussten, wie an anderen
Stellen auch, binnendifferenzierende MalRnahmen ergriffen
werden, indem den schneller fertig werdenden Gruppen Zu-
satzaufgaben, meist in Form von Reflexionen Uber das Erar-
beitete, gestellt wurden. Die offene Planung mit der konstitu-
tiven Berucksichtigung von Schiilerideen und -beitragen hat
sich insgesamt als produktiv erwiesen, auch wenn der da-
durch entstandene Zeitbedarf (natirlich?) groRer war, als er
in einem starker lehrergesteuerten Unterricht gewesen ware.
Unabhéangig davon auflerten einige Schilerinnen und Schi-
ler in einem abschlieBenden Ruckblick auch ihren Unmut
Uber den groRReren Zeitbedarf bei eigentatiger Erarbeitung,
sie winschten lieber eine Instruktion Uber das Verfahren mit
anschlieRender Ubung, ein Vorgehen, das sicher ihrer bishe-
rigen mathematischen Sozialisation entsprach und bei dem
sie hinreichend erfolgreich waren. Eigentatigkeit erhéht also
nicht per se Schilermotivation!

So wichtig, und mit Blick auf die Gesamtgruppe auch pro-
duktiv, die intensiven Phasen mit eigentatiger Gruppenarbeit
waren, so notwendig waren auch die bilanzierenden Unter-
richtsgesprache und Diskussionen, in denen dann, mehr leh-
rergesteuert, die Faden zusammengehalten wurden und wei-
tere Perspektiven und Anregungen, aber auch wiederholende
Zusammenfassungen, gegeben wurden.

Insgesamt zeigte der Ruckblick aber deutlich, dass der Sinn
mathematischer Modellierungen durchweg erfahren, weil er-
lebt, wurde. Eine Schiilerin, die der Autor einige Jahre spéter
traf, erinnerte sich noch deutlich an dieses Projekt. Der zeitli-
che Umfang des Projektes (ca. 4 Wochen) lasst sich auf dem
Hintergrund unterrichtlicher und schulischer Rahmenbedin-
gungen (Abitur, Stoffumfang) nur dann rechtfertigen, wenn
auch Ubungsphasen integriert sind oder anders: Chancen fiir
eine groRere Verbreitung solcher Projekte zur Modellbildung
kann es nur geben, wenn Erarbeitungen und Ubungen so ver-
zahntwerden, dass der zeitliche Bedarf nicht auBergewdhnlich
Uber dem der Standardverfahren liegt. So fand hier durchweg
immanentes Uben statt, wenn z.B. mehrere Parabeln interpo-
liert wurden oder verschiedene Anséatze durchgearbeitet wur-
den. Die Berechnung von Splines zu anderen ausgewéhlten
Punkten war eine Ubung, die dokumentierten Lésungen der
anderen Gruppen bildeten immer zusétzliches Ubungsmateri-
al. In Wiederaufnahme der Ubung, bei der die Schwankungen
der Interpolationspolynome bei Erh6hung der Stutzstellenzahl
erfahren werden sollte, wurde als Ubung die Bestimmung des
Splines zu den fiinf Punkten aufgegeben. Uben fand damit
in sinnstiftendem Kontext statt. Dass flr eine Routinisierung
dieser Ubungsumfang nicht ausreichte, zeigte das Klausurer-
gebnis, wo der Aufgabenteil zu Splines in nur knapp ausrei-
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chender Weise bearbeitet wurde. Einschrankend muss aber
gesagt werden, dass es sich um einen Grundkurs handelte, in
dem nur 2 Prifungsfachschuler saBen und der Inhalt, wenn
Uberhaupt, dann meist auf Leistungskurse beschrankt bleibt.
Das Projekt ist aber gepragt von der didaktischen Position,
dass Einsicht in Bedeutung und Sinn mathematischer Kon-
zepte und Verfahren eindeutig Vorrang gegenuber der rou-
tinisierten Beherrschung von Kalkulen hat, Kalkile, die eben
dann aber oft auch als sinnlos erfahren werden.

Natirlich kann eine Klausur nicht das komplexe Unterrichts-
geschehen, wie es Modellbildungsprozesse pragen, abbilden,
das Format einer zeitlich eng begrenzten, von Fehlervermei-
dung gepragten Prufungssituation lasst dies nicht zu. Verzich-
tet man deswegen aber umgekehrt auf die Thematisierung
solcher Aspekte in Klausuren, erscheinen Schilerinnen und
Schulern solche Projekte dann leicht als bestenfalls zusatzli-
che Bonbons, sie sind dann vielleicht schén, aber unwichtig.
Die Klausuraufgabe! stellt daher zwei Aspekte von Modellbil-

Henning Kérner

dung in den Mittelpunkt, die Interpretation und den Vergleich
verschiedener Modelle sowie in eingeschrankter Weise auch
die Validierung. Konsequenterweise sind syntaktische Anfor-
derungen auf ein wohl immer notwendig bleibendes Minimum
reduziert. Stattdessen werden konkrete Anséatze gefordert und
haufig Losungen vorgegeben, die dann ausgewertet und in-
terpretiert werden missen. Ohne mindestens einen GTR geht
hier dann aber gar nichts, ein CAS waére noch besser.

@ Anmerkung:

Eine umfangreichere Fassung des Berichts kann von der Ma-
terialdatenbank heruntergeladen werden. Dort sind auch die
Protokolle der Schulerinnen und Schiler in Originaldarstel-
lung angefigt, ebenso die Klausuraufgabe.

( Athr:

Henning Koérner, Oldenburg (D)
Studienseminar f.d. Lehramt an Gymnasien Oldenburg
hen.koerner@t-online.de

} Steckbriefaufgaben zu ganzrationalen Funktionen -
Modellierung eines Achterbahnschienenverlaufs

Miriam Sander

w Langsam klackert die Achterbahn die Steigung hinauf.
Am hoéchsten Punkt angekommen, scheint sie fir einen
Augenblick still zu stehen, bevor sie mit zunehmendem Tem-
po in die Tiefe und Uber weitere Gleiswdlbungen saust...

Ein klassisches Fahrgeschaft, das den meisten Schulerinnen
und Schiilern als Freizeitvergniigen bekannt ist, bietet eine
Alternative zu dem, was in vielen Schulblichern anhand der
Modellierung von StraBeniibergangen behandelt wird: Tras-
sierungsprobleme.

Bei der Konstruktion von Achterbahnverlaufen werden seit
einiger Zeit Spline-Funktionen verwendet. An den Schienen-
Ubergdngen miissen dabei die erste und zweite Ableitung
Ubereinstimmen. Fur den Unterricht kann diese Problem-
stellung auf die Modellierung der Schnittstelle zweier Ach-
terbahnschienenstiicke reduziert werden. So flie3t eine zeit-
gemalRe Anwendung aus der Ingenieurwissenschaft in den
Unterricht ein.

Ein moglicher Unterrichtsverlauf:
Spannungsgeladene Assoziationen zu Achterbahnen sollen
die Motivation der Schulerinnen und Schuler wecken, sich mit
der Ubergangstelle zweier Funktionen auseinanderzusetzen.
Zum Einstieg bietet sich ein Filmausschnitt einer Achterbahn-
fahrt an [http://www.youtube.com/watch?v=kUIdGc06S3U
(Zugriff am 22.12.2008)].

Das hier vorgeschlagene Video, das auf einem Computerspiel
basiert, verdeutlicht durch die Perspektive eines Passagiers
die Bedingungen fur den weiteren Entwurfsprozess der Bahn:
Die Fahrt eines Achterbahnwagens endet auf einem Plateau
vor dem unvollendeten Streckenabschnitt. Die Frage nach
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dem weiteren Bahnverlauf steht im Raum. Nun bietet es sich
an, den Schulerinnen und Schilern Zeit zu geben, sich auf
die Problemstellung einzulassen und Assoziationen zu Ach-
terbahnfahrten zu formulieren. Viele der Schulerinnen und
Schiuler sind vermutlich mit Achterbahnen gefahren, so dass
sie eigene Erfahrungen zu der Planung des Streckenverlaufs
auBern kdnnen. AnschlieBend wird Uber das Auflegen einer
Folie, die eine Konstruktionszeichnung der bis hier geplanten
Strecke zeigt, die Frage nach dem Verlauf zugespitzt.

Haohe
in MMA
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F= - x21 0,452 40,6x40,5 —
Abb. 1: Konstruktionszeichnung, MaBstab 0,1 dm 71 m

Die Schiilerinnen und Schiler entwickeln auf dieser Grund-
lage nun selbstandig die Aufgabenstellung der Stunde. Sie
koénnte etwa so lauten: ,,Finde den Term einer Funktion, deren
Graph die Achterbahnstrecke moglichst glatt fortfihrt und
durch den Punkt K verlauft!* (vgl. Abb. 1)

Um das Vorstellungsvermdgen weiter zu férdern, sollen die
Lernenden im Folgenden einen méglichen Verlauf nach rein
optischen Gesichtspunkten einzeichnen und diese Ideen mit
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Hilfe von Folien in der Klasse vorstellen und diskutieren. Hier
kénnen Gesichtspunkte, wie etwa ein moglichst starkes Ge-
falle erreichen zu wollen und trotzdem einen nicht zu spitzen
Winkel im héchsten Punkt zu erhalten, diskutiert werden.

Auf Grundlage der vorangegangenen Diskussion und der
Konstruktionszeichnung stellen die Schulerinnen und Schuler
mathematische Bedingungen an den Ubergang in der Schnitt-
stelle auf. Bei entsprechenden Vorkenntnissen sollten sie die
Notwendigkeit der Ubereinstimmung der Funktionswerte im
Schnittpunkt nennen kénnen. Auch die Bedingung des Ver-
laufs durch den Punkt K sollte durch die Schulerinnen und
Schiiler mathematisch formuliert werden. Die Ubereinstim-
mung der Steigung im Schnittpunkt kdnnte im Unterrichtsge-
sprach Uber eine aulRermathematische Formulierung zu einer
mathematischen Bedingung entwickelt werden. So kdnnten
folgende Bedingungen an der Tafel gesammelt werden:

Eigenschaft des
Funktionsgraphen

notwendige
Funktionsbedingung

P(0|0,5) liegt auf dem Graphen. | f(0)=0,5

Q(0,75|0,25) liegt auf dem

Graphen. (0,75)=0,25
der Graph hat an der Stelle 0 die
Steigung 0,6. f’(0)=0,6

Bei einer exemplarisch durchgefiihrten Stunde war der Grad
der notwendigen ganzrationalen Funktion nicht fur alle Schile-
rinnen und Schuler ersichtlich, so dass die Moglichkeiten einer
Funktion vom Grad 2 und vom Grad 3 festgehalten wurden.

Darstellung der Losungsideen
Die Schilerinnen und Schuler erarbeiten in Gruppenarbeit
eine Funktionsgleichung fur einen moglichen Achterbahnver-
lauf. Hierzu stellten sie in der Beispielstunde auf Grundlage
der gefundenen Bedingungen folgende Gleichungen auf:
02-a+0-b+1.-¢c=0,5
0,752 -a+0,75-b+c=0,25
2-0-a+b=0,6
Diese formten sie in ein Gleichungssystem um, das sie mit
Hilfe des Taschenrechners (TI-84 Plus) losten.

MATRIXIAT 3 =4 et ¢ [A]

[ 0 0 [l B 8 -1.2444..
[ 5625 .75 i = B 16 .6
[0 i 0 - Bal1l .5
Abb. 2: Abb.3:

Gleichungssystem als Matrix reduzierte Zeilen-Stufen-Form

Diese Losung der Matrix fiihrte zu folgender Funktionsglei-
chung fir den weiteren Verlauf der Achterbahnschienen:

f(x) = -1,244x? + 0,6x + 0,5

Eine Schulergruppe hatte schnell ein Ergebnis erarbeitet, das
die an der Tafel festgehaltenen Bedingungen beriicksichtigte.
Um den Lernenden einen Ausblick auf eine mégliche Verbes-
serung ihres Modells aufzuzeigen, sollten sie ein vorberei-
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tetes Murmelbahnmodell untersuchen. Dieses (aus Damm-
schaumplatte, Pappe und Folie konstruiert) entsprach etwa
ihrem moglichen Verlauf der Bahn. Am Modell sollten die
Schilerinnen und Schuler erkennen, dass die Murmel an der
Schnittstelle aus der Bahn springt. Damit kann die notwen-
dige Konstanz in der zweiten Ableitung verdeutlicht werden.
Durch diese Bedingung wird die Krimmungsruckfreiheit, die
das starkere Schwebegefuhl bei der Achterbahnfahrt verur-
sacht, erreicht. Dieser Aspekt bietet einen Ausblick auf die
Behandlung von Krimmung und Splines.

Abb. 4

Vorstellung der Ergebnisse

Am Ende der Unterrichtsstunde stellen die Schilerinnen und
Schiler ihre Ergebnisse vor. Der errechnete Verlauf kann mit
dem TI-84 Plus Uber abschnittsweise definierte Funktionen
dargestellt werden.

L K
Abb. 5: Graph der schon vorhande- Abb. 6: Weiterer Verlauf der Achter-
nen Achterbahnstrecke Bahn

AbschlieBend vergleichen die Schilerinnen und Schiler die
Ergebnisse mit ihren ersten Uberlegungen, indem sie die
zu Stundenbeginn gezeichneten Folien zu einem mdglichen
weiteren Verlauf auf ein Overhead-Display auflegen. So kon-
nen errechneter Graph und gezeichneter Verlauf gleichzeitig
an die Wand projiziert werden. Dieser Vergleich zeigte in der
durchgefuhrten Stunde, dass die Schulerinnen und Schiler
anfangs per Augenmal? ein recht gutes Gespur fir einen mog-
lichen Achterbahnverlauf entwickelt hatten. Andere Folien
zeigten jedoch, dass sich die Schiilerinnen und Schiler einen
steileren Verlauf gewilinscht hatten.

Nach dieser mathematischen Auseinandersetzung werden
die Schulerinnen und Schiler das Vergniigen der nachsten
Achterbahnfahrt sicher aus einer ganz neuen Perspektive er-
leben.

( Autorin:

Miriam Sander
Matthias-Claudius-Gymnasium Gehrden (D)
miriamsander@web.de
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} Der TI1-84 Plus im Biologieunterricht: Atmung
und Fotosynthese am Beispiel der Kresse

Katrin Eilers, Bendine Lohse-Grimmer, Tanja Wehrse

W W Vorbemerkung
Die Einfihrung der graphikfahigen Taschenrech-

ner (GTR) in den Mathematikunterricht erméglicht durch die
Kombination mit dem Datenerfassungssystem CBL 2™ und
den verschiedenen Sensoren auch fur den Biologie-Unterricht
neue Herangehensweisen.

Aufgrund der einfachen Handhabung der Sensoren kénnen
Experimente anschaulich und schnell durchgefihrt wer-
den. Die Messwerte werden mit dem Datenerfassungsgerat
(CBL 2™) erfasst und lassen sich sofort grafisch mit den vom
GTR gewohnten Methoden darstellen. Die Visualisierung er-
mdglicht die Entdeckung biologischer Phdnomene.

Der Umgang mit Messdaten schult die Fahigkeit, Fehlerquellen
zu erdrtern und die eingesetzte Methode kritisch zu betrachten.

Zur Einbettung im Unterricht

Beide Experimente eignen sich im Bereich der Sek. | zur Erar-
beitung von Fotosynthese und Atmung und kdnnen wieder-
holende als Phdanomen zum Einstieg in das Thema in der Sek.
Il eingesetzt werden. Aufgrund der einfachen Handhabbarkeit
lassen sich die Experimente als Schiilerversuche durchfihren.
Sollten nicht ausreichend Sensoren zur Verfigung stehen, ist
auch der Einsatz im Rahmen eines Stationenlernens maéglich.

Atmung von Pflanzen

am Beispiel der Kresse

Bezogen auf die inhaltsbezogene Kompetenz ,,Ernahrung von
Pflanzen* bietet dieser Versuch erstmals die Mdéglichkeit, das
Phanomen, dass auch Pflanzen atmen, experimentell und
quantitativ zu erarbeiten.

Gerate und weitere Materialien
A CO,-Sensor, O,-Sensor

A 2 Erlenmeyerkolben (V = 250 ml)
R Alufolie

A Kresse (ganze Pflanzen)

Abb. 1
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Versuchsdurchfiihrung

Je 9 cm? Néahrboden, die dicht mit Kresse bewachsen sind,
werden in die beiden Erlenmeyerkolben gegeben. Es ist da-
rauf zu achten, dass der Nahrboden wahrend des Versuchs
relativ trocken ist. Beide Erlenmeyerkolben werden mit Alu-
folie vollstandig abgedunkelt und werden mit dem CO,- bzw.
O,-Sensor verschlossen.

Aufgrund der Tragheit der Sensoren sollte vor Beginn der
Messwerterfassung zwei Minuten gewartet werden (siehe
Auswertung). Die Messwerterfassung erfolgt im Abstand von
je einer Minute, es werden 10 Messwerte erfasst.

Einstellungen in DATAMATE

CH 1: CO2 GAS(PPM)

CH 2: 02 GAS(PCT)

MODE: TIME GRAPH 600

TIME INTERVAL: 60 sec
Hinweis: Die Eingabe sollte nicht fortlaufend erfolgen, d.h.
es werden 10 singuldre Messungen vorgenommen, da sonst
aufgrund der Sensibilitdt des Sensors vom eigentlichen Phé-
nomen ablenkende Ausschlage zu verzeichnen sind.

] L Iy
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g0 | 9648 | £0.388 a

120 | 7od7. | Eo.

180 | 7208z | Eo.
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So0 | Bog.us | Fo.

360 | Bu3al | 0388

Lz ={2@,. 3994, 208, ..

Abb. 2 Abb. 3

Auswertung

Bereits im Verlauf dieses kurzen Versuchszeitraums von 10
Minuten ist ein deutlicher Anstieg der CO_-Konzentration von
ca. 660ppm auf ca. 900ppm und damit der Atmungsprozess
der Pflanze an sich festzustellen. Dieser erfolgt unabhangig
von der Tageszeit (nicht nur nachts, wie von Schiler und
Schulerinnen oft vermutet). Aufgrund der Tragheit des Sen-
sors kann die Atmungsaktivitat der Pflanze nicht unmittelbar
nach der Verdunklung nachgewiesen werden.

Das gleichzeitige Ablaufen von Atmung und Photosynthese
kann mit diesem Versuch leider immer noch nicht nachgewie-
sen werden. Um die haufige Schilervorstellung, dass Pflan-
zen entweder nur Atmung oder nur Fotosynthese betreiben,
nicht unndétig zu verstarken, sollte mit der Messwerterfassung
nach der Verdunkelung nicht langer als 2 Minuten gewartet
werden.

Eine Abnahme der O_,-Konzentration, hier in Prozent (pct) ge-
messen, kann aufgrund des geringen Konzentrationsunter-
schieds zu Beginn und am Ende des Versuchs nur in seltenen
Fallen nachgewiesen werden (Abb. 2 und 3).
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Fotosynthese von Pflanzen

am Beispiel der Kresse

Bezogen auf die inhaltsbezogene Kompetenz ,,Ernahrung von
Pflanzen* bietet dieser Versuch erstmals die Mdéglichkeit, das
Phanomen der Fotosynthese quantitativ und ohne ,,nachzu-
helfen* zu erfassen.

Geréate und weitere Materialien

A co,-Sensor, O, -Sensor

A 3 Erlenmeyerkolben (V = 250 ml)

A Pflanzenlampen (ggf. herk°®mmliche Leuchten)
A Kresse (ganze Pflanzen)

Abb. 4

Versuchsdurchfiihrung

Je 9 cm? Nahrboden, die dicht mit Kresse bewachsen sind,
werden in die beiden Erlenmeyerkolben gegeben. Es ist darauf
zu achten, dass der Nahrboden wahrend des Versuchs relativ
trocken ist. Beide Erlenmeyerkolben werden mit dem CO,-
bzw. O,-Sensor verschlossen und beleuchtet. Dabei sollte der
Abstand von Kolben und Leuchte ausreichend grof3 sein, um
eine messbare Warmezunahme im Kolben zu verhindern.

Aufgrund der Tragheit der Sensoren sollte vor Beginn der
Messwerterfassung zwei Minuten gewartet werden. Die
Messwerterfassung erfolgt im Abstand von je einer Minute,
es werden 10 Messwerte erfasst. Im Anschluss wird ein Kon-
trollversuch durchgeftihrt. Dazu wird dieselbe Messung der
CO,-Konzentration unter Beleuchtung in einem neuen Erlen-
meyerkolben nochmals durchgefuhrt, in dem eine hohe Luft-
feuchtigkeit herrscht.

Einstellungen in DATAMATE
CH 1: CO2 GAS(PPM)
CH 2: 02 GAS(PCT)
MODE: TIME GRAPH 600
TIME INTERVAL: 60 sec
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Hinweis: Die Eingabe sollte nicht fortlaufend erfolgen, d.h.
es werden 10 singulare Messungen vorgenommen, da sonst
aufgrund der Sensibilitat des Sensors vom eigentlichen Pha-
nomen ablenkende Ausschlage zu verzeichnen sind.
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Abb. 5 Abb. 6
Auswertung

Bereits im Verlauf dieses kurzen Versuchszeitraums von 10
Minuten ist ein deutlicher Abfall der CO,-Konzentration und
damit der Prozess der Photosynthese an sich festzustellen.
Die Beleuchtung der Pflanzen erhéht die Photosyntheserate
gegenuber einer nicht beleuchteten Pflanze. Im zweiten Fall
ware eine extrem lange Messwerterfassung fur eine quantita-
tive Untersuchung notwendig.

Ein Anstieg der O,-Konzentration kann aufgrund des geringen
Konzentrationsunterschieds zu Beginn und am Ende des Ver-
suchs nur in seltenen Féllen nachgewiesen werden. Der Kon-
trollversuch zeigt, dass die Abnahme der CO,-Konzentration
nicht von der Luftfeuchtigkeit abhéangt.

Anmerkung

Dieser Artikel entstand im Rahmen der in Niedersachsen ge-
grundeten Projektgruppe BiuTi (Biologie und Technologie).
Die Projektgruppe entwickelt Konzepte fir den Biologie-Un-
terricht, mit denen der TI-84 Plus als Taschenrechner bzw. zu-
sammen mit dem CBL 2™ und Sensoren als Messwerterfas-
sungssystem eingesetzt werden kann. Die Konzepte richten
sich ganz bewusst an Biologie-Lehrkrafte, die nicht auch das
Fach Mathematik unterrichten.

( Autoren:

Katrin Eilers
Gymnasium GroRRburgwedel (D)
keilers@vr-web.de

Bendine Lohse-Grimmer
Wilhelm-Busch-Gymnasium, Stadthagen (D)
BendineLohse@t-online.de

Tanja Wehrse

Gymnasium Goetheschule Hannover (D)
wehrse@gmx.net
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} Lade- und Entladevorgange am Kondensator

Jurgen Enders
w Vorbemerkung

Innerhalb von T3 Deutschland arbeitet derzeit
im Bereich Naturwissenschaften die Physik-Gruppe an einer
Sammlung von physikalischen Experimenten mit Taschencom-
putern. Es handelt sich hierbei um eine erweiterbare Samm-
lung der wichtigsten Experimente, die im Physikunterricht
der Sekundarstufe Il unter Verwendung von graphikféhigen
Taschenrechnern oder CAS - Rechnern (vor allem TI-Nspire™
CAS und Voyage™ 200) mit Datenerfassungssystem (z.B.
CBL 2™) durchfuhrbar sind. Das Material soll Lehrerinnen
und Lehrer beim Einsatz von Taschencomputern im Physik-
unterricht unterstitzen. Die mit der Verwendung dieser so-
genannten Handheld-Technologie verbunden Chancen sind
z.B.: Schiler- statt Demonstrationsexperimente, differenzier-
tes Arbeiten in Gruppen mit ergebnisoffenen Fragestellun-
gen, kontextorientierte und alltagsbezogene Fragestellungen,
Uberwindung mathematischer Schwierigkeiten zugunsten der
Behandlung physikalischer Inhalte. Jeder einzelne Beitrag ent-
hélt deshalb neben der Beschreibung des Experimentes auch
Hinweise zum sinnvollen Einsatz, Tipps und Tricks, Schuler-
arbeitsblatter und Lehrerlésungen. An die einzelnen Beitrdge
schlief3t sich ein Glossar an, in dem die wichtigsten Bedien-
hinweise nachgeschlagen werden kénnen. Zudem sind u.a.
editierbare Schulerarbeitsblatter und Beispielmessreihen als
Zusatzmaterial geplant. Ein erstes Beispiel soll hier kurz vor-
gestellt werden.

Versuchsbeispiel

Die Untersuchung von Lade- und Entladevorgangen am Kon-
densator ist Standard in der Oberstufe. Dazu wird der Konden-
sator Uber einen Widerstand auf- und wieder entladen und der
zeitliche Verlauf von Spannung und Stromstarke untersucht.
Der vereinfachte theoretische Ansatz liefert dazu die bekannten
Gleichungen fur U(t) und I(t). In der Schileribung soll beispiel-
haft die Entladestromstéarke I(t) als Spannung U(t) = R:I(t) Gber
dem Widerstand R aufgenommen und untersucht werden.

Geréate
A stromversorgungsger@t, Batterie
A Kondensatoren, z.B. 22 OF, 47 OF
A widerstande, z.B. 10 kY, 22 kY, 33 kY
A Metallkugel auf Stecker (Elektrostatik)
A verbindungsleiter
A Taschencomputer (hier: TI-NspireE)
A Spannungssensor (hier mit Vernier EasyLinkE)

Versuchsdurchfiihrung

Der Kondensator wird aufgeladen und Uber den Widerstand
entladen. Dies geschieht hier, indem der Stecker des langen
grinen (dunklen) Kabels zunachst kurz an die Kugel gehalten
wird. Der Steckerstift des kurzen gelben (hellen) Kabels ruht da-
bei auf der EnTer-Taste und wird dort festgehalten. Jetzt driickt
man mit dem Steckerstift des langen Kabels schnell und fest
auf den Steckerstift des kurzen Kabels, so dass die Enter-Taste
ausgelost wird (vgl. Abb. 2). Die Taste muss bis zum Ende der
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Messung gedriickt bleiben, damit durch den Kontakt der bei-
den Steckerstifte der Kondensator entladen wird!
Zeitbedarf: 45 Minuten

Einstellungen
A Spannung: ca. 1,5V-9V
A Messmodus: Zeitgraph, Messzeit: z.B. 2 s
A Abstand zweier Messungen: z.B. 0,05 s

Versuchsaufbau

/

=

Abb. 1: Versuch mit TI-Nspire™ Handheld

Abb. 2: Starten des Entladevorgangs
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Abb. 3: Beispielgraph

Hinweise
Das Vernier EasyLinkE ist z.Z. das einzige Messinterface, das
mit dem TI-Nspire™ zusammen arbeitet und den Anschluss
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