Vektorregning

Tip:

Krydsproduktet er
defineret i bade 2 og
3 dimensioner.

| 2 dimensioner er
krydsproduktet en 3-
dimensional vektor,
der peger op ad z-
aksen.
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Vektorer som lister

En vektor laves nemmest som en liste pa T1-89 Titanium / Voyage 200. |
nedenstéende skaarmbillede ser du, hvordan man definerer vektorer og laver
en simpel udregning med dem. Husk at listens elermenter adskilles med
komma, altsa{ 1,2,3} :

Fi-| Fz- |F3-| FYy= | FE | FE= | |
Tools|A13¢brajCalc|O0ther [Frami0|Clgan Ur
mil 2 3r+a 41 2 3
my{? -1 3Fr+hb

&2 -1 33X
mZ-a+3b 8 1 15F
L] 1 1
alll
[l KAD AUTO DE Y20

Som det ses, er det helt problemfrit at lasgge vektorer sammen og gange dem
med skalarer. Det er ogsd ganske nemt at fa adgang til koordinaterne i en
vektor — fx er a[1] farste koordinaten i a

Mere problematisk er produktet. Man kan jo ikke gange to vektorer sam-
men, og forsgger man alligevel, sa far man koordinaterne ganget sammen
koordinat for koordinat — og det kan ikke brugestil noget her. Derimod er
TI-89 Titanium / Voyage 200 udstyret med to kommandoer til udregning af
prikprodukt og krydsprodukt. Kommandoerne hedder DotP og CrossP,
hhv.

FW
Tools|A13cbralCatc|other |Framiojc1ean e

= dotPia, b e
mcrossPla, bl ¢ 3 5
{4 53y 4 5
il Zrau 1 2
B crossPlu, ul om0 3

chossPiu, ul

HMAIN KAD AUTO DE Brarl]




Tip

Ved at dividere med
1° er, at du fér resul-
tatet ud i grader,
selvom indstillingen
er RADIAN

Tip

Du kan benytte
genvejstasterne:
Voyage 200: [¢] F

TI-89 Titanium: [¢](1]
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Dette er stort set, hvad TI1-89 Titanium / Voyage 200 indeholder til vektor-
regning — resten madu selv lave.

Start med at definere laangden af en vektor (De f1ine skrives nemmest med
(F4) 1):

Define len(v)=+v(dotP(v,v))

Efter definitionen placeres Ten i Catalog under User-Defined
(andet skaarmbillede nedenfor):

CATALOG

Fi=] F2r [Fz~] F4=] FE FE-
Tools|AldebralCalc|Other |Framl0|Clean Ur

" 0efine len(w) =[dotPiu, vl

Done

[i3

KAD AUTO DE L] FAlN

EEE ERD AUTO DE AL

Det kan ogsa vagre nyttigt at have en kommando, der giver vinklen mellem
to vektorer. Standardformlen er

Define vinkel(u,v)=
cos ' (DotP(u,v)/(len(u)*len(v))/1°

Flx| F&= |Fi=] Fi=| FE Far
Toal5|A13cbrajCalc|Other |FEIrID CTean UF

®afine uihkel(u,uj=5051b

Do
Pt wd s lenfuaklentua il
MAIN DEGAUTO [3 130

Desvaare er skegmen for lilletil at vise denne definition. Vaare bliver det,
nér projektionsformler, afstandsformler mv. skal indtastes. Pa side 100 far
du en opskrift pd, hvordan alle de gaangse formler fravektorregningen indta-
stes. Dette arbgjde skal du kun gare én gang. Herefter ligger de lagret i
maskinens hukommel se.

Hvis du pa et tidspunkt glemmer, hvordan en af formlerne er bygget op, sa
skal duind i Var-Link for at undersage dette. Se appendiks til dette af snit,
hvisdu vil lave en skraeddersyet menu til dine vektoroperationer.
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| en plan er givet to vektorer aogb , hvor

Find laangden af b

la|=2, ab=4 og |a+b|=2

Bestem et gradtal for vinklen mellem a og a+b.

Opgaven regnes igennem med koordinater. Da koordinatsystemet kan vad-
gesfrit, kan kordinaternetil a vedgestil at veare{2,0} . Koordinaternetil b
sadtestil at vaare{ x,y} , hvor x og y skal bestemmes ud frade givne oplys-

ninger.

Né&r farst x og y er bestemt, er det en triviel sag at finde langden af b og

vinklenmellem a og a+b.

Flr| Fir [Fi=] Fir | FE Far
Toals{A13¢brajCalc|Other |FEArIDfCTean Ur

L7 QX+ a 2 0
mLw gl-3h tx gl
'thP(apb)=4 2-w=d
BooluelZ-x =4, x) W= 2
soluvel2dw=d,

FHIN DEGAUTD IE CPED
F[ﬁﬁTrT[TITﬁ
Tools|n1debralCalc|obher [Framinfciean ue
BonluelZ-x =494, x) ® =2

B leniathbl=5
Jx2+4-x+'=|2+4=5

ISDIUE[J}{2+4'.‘:{+I=|2+4=5"
g= -3 o~ g=73

. it by 2440 =5, g | w=2
HMAIN DESAUTO DE 520

Fir] Fzr JF=| Fir | FE Fbr
Tools{Al1dcbrajCalc|0ther |Frami0jclean e
[RFR=1 T T g g =0,

g= -3 o y=3
{2 3x+h 2 3
B main~lenib) 113
B main~vinkel(a, a + b

3687

=

nain~winkella, athl
HAlH DESAUTO [ ERET
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T1-89 Titanium / Voyage 200 kommando

Formel

Laangden af en vektor v

Define len(v)=v(dotP(v,v))

JEr—

A

Vinklen mellem to vektorer u og v

Define vinkel (u,v)=
cos™ ' (DotP(u,v)/(Ten(u)*Ten(v))

cos™? ﬁ_\7
lullv]

Projektionen af en vektor u pa en vektor v 0.V -
=V

Define proj(u,v)=DotP(u,v)/DotP(v,v)x*v V-V

Afstand fra et punkt P til et punkt Q |@|

Define dist(P,Q)=1en(Q-P)

Afstand fraet punkt Ptil en plan p

(med ankerpunkt PO og normalvektor n) | n- P0P|

Define distp(P,PO,n)=abs(dotP(n,P-PO))/1en(n) |n|

Afstand fraet punkt Ptil enlinjel

(med ankerpunkt PO og retningsvektor u) Lo
|uxPyP

Define dist1(P,PO,u)= |a

Ten(crossP(u,P-P0))/T1en(u)

Afstand fraenlinjel (med ankerpunkt PO og retningsvektor u)
til en linje m (med ankerpunkt QO og retningsvektor v)
Define dist11(PO,u,Q0,v)=
abs(dotP(crossP(u,v),Q0-P0))/len(crossP(u,v))

[(6x0)-RiQy |

R

uxv

Areal af paralelogram udspaandt af vektorerne u og v

Define areal(u,v)=len(crossP(u,v))

|uxv




| et koordinatsystem i rummet er givet tre vektorer

1 2 -1
a=[2] b=[-1] c=
3 2
Bestem et gradtal for vinklen mellem aogb .

Bestem koordinatsadtet til projektionenaf a pa b.

Bestem tallene s og t, siledes at vektoren
d=a+sb+tc

stér vinkelret pdb&de b og ¢ , og angiv koordinaterne for d .

| nedenstaende 3 skaarmbilleder | @ses opgaven:

Fir| Fe= JFa=| Fi= | FE FE+
Tools{AldcbrajCalc|0ther |FramibjClean e

mil 2 3Ir*a 1 2 3F
mi2 -1 2k +hb

8 -1 2%
-l 2 Zy e

i -

DE R

Fl- FZr |FZ=| Fu-r FE FB=
Tools{AldcbrajCalc|0ther |Framibjclean e
minkelia, b) .

B proila, ol -1 2 2%
Ba+s-b+t-c+d
{2-=-t+1 -=+2-L+2
BootPib,d)=0 Q-=+6=0
B ootPic,d)=0 Q-+ +9=10

FIAIN - DEG AITH TE PET]

Fl- FZr |FZ=| Fu-r FE FB=
Toals Mﬂehr’ultnﬂclﬂthtr’l?r’ﬂmlﬂlthun u:-l |
Bzolue3-= +6=0,=)
== - 255
mooluel9-L+9=0,1) =-1
me|s=-2:3 and b= -1
{23 243 - 1-3%

FAlN DEGAUTO DE XL
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| et koordinatsystemi rummet er givet et punkt P(5,4,3). Tolinjer | ogmer

bestemt ved:
X 8 1
l: y[=]0[+t]0|, teR
z 0 1
X 4 1
m yl=|-4|+s|2]|, seR
z 2 0

Bestem en ligning for den plan o, der indeholder P og |.

Find koordinatsadtet til m's skaaingspunkt med o.

Bestem et gradtal for den spidse vinkel, som m danner med o..

Bestem en parameterfremstilling for den linje, der gar gennem P og skaarer
bade | og m.

Farst laves en raskke tildelinger (vises ikke p& skaarmbillederne nedenfor):
{514!3}_> p
{8,0,0} - pO {1,0,1} > u
{4,-4,2} > q0 {1,2,0}> v

Sakan deto parameterfremstillinger indtastes sal edes:

Fl=| Fz= JFz=| F4= | FE FE=
Tools{AldcbrajCalc|0ther |Framid)Clean e

LI =100E 3 SERT IE AN T o Dok
B+ s+ mE) Do

TSR L S ]
AW DEGAUTO DE Rl

Ligning for den plan o, der indeholder P og | kan bestemmes sdledes: Farst
finder du normalvektoren ved

og ligningen for planen ved:
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Dette laver du sdledes pa T1-89 Titanium / Voyage 200:

F[ﬂﬂru—vm?ﬁ

Tools|A13cbralCalc|other |Framiojc1ean ue

LI =100E 3 SERT IE AN T o Dok

B+ z-uFms) Do

B crossPlp —pl, W+ N
{4

& 43
mdotPin,{x 49 zZzrX-pi=0
4w+ E-yg—d-z-32=10

dotPin, {x,9, z3—p2=0
HHIN DEGAUTD DE [TEL]

For at finde koordinatsadtet til m's skagringspunkt med o, skal du indssdte
parameterfremstillingen for mi planensligning. Dufar fat i ferste koordina-
teni m's parameterfremstilling ved at skrivem(s) [1] og tilsvarende for
de gvrige koordinater.

Ger sdledes: Kopier planensligning til indtastningslinjen og tilfgjer

[x=m(s)[1] and y=m(s)[2] and z=m(s)[3]

efter ligningen. Savil du fa parameterfremstillingen for mindsat i planens
ligning. Det en triviel sag at |@se den ligning, der kommer frem:

Fix| Fer [Fe=| F4r | FE FE- Fi-| Fex |[Fe=| Fu=| FE FE-
Touls|i1debralCate|Other |Frami|Clean Up Touls|1debralCale|Other |[Framib|Clean Ur
l4-:x:+E--u—4-z—32=El|x=p = i 3] ir 2 2r

16-=—g4g=0 [mL¥ 2 2334 o 2 2%
mzaluellé s —42 =@, 2] B - winkelin, w) BE,. 19
s=3 |mp+r-(yq-F]
m i 30 i 2 23 t2r+5 4-2-v FI-ri
|1E - Y o—p 2
F1HIN DEG AUTO DE R il DEG AUTO DE FREL]

Skaaringspunktet mellem mog o er altsa{ 7,2,2} . Dette punkt kaldes g.

Vinklen, som m danner med o, findes let med den brugerdefinerede funk-
tionvinkel.

Den linje, der gér gennem P og skaarer bade | og m, ma ga igennem m's
skagringspunkt med o — altsd g. Dvs., du skal blot finde parameter-
fremstillingen for linjen gennem p og g. Se skearmbilledet til hgjre ovenfor,
hvor r er benyttet som parameter.
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Bemaerkning:

Man kunnelige sdvel have benyttet matricer til vektorer — enten som ragkke-
vektorer eller som sgjlevektorer. Men der vindesikke ret meget derved.

Rakkevektorer indtastes med kantede parenteser og komma som separator.
Sejlevektorer indtastes ogsa med kantede parenteser, men med semikolon
Som separator.

Fir Fer [F3~| Fur FE Far
Tools{Al1dcbrajCalc|0ther |Frami0jclean e
m[1 2 3]+a [1 2 3]
m[Z -1 3]1*hb [2 -1 3]

1 1]
LA =] 2
3 3
_: 2:31+c
Fald DEGARUTO DE 0

Addition og skalarmultiplikation fungerer som forventet, i kraft af at
vektorerne her opfattes som matricer. Derimod fungerer multiplikation ikke,
daspillereglerne for matrixmultiplikation ikke overholdes. Her er man altsa
ogsa nadt til henvisetil dotP for skalarprodukt og crossP for krydsprodukt.

Hvis en sgjlevektor kopieres til indtastningslinjen fra historikomradet, vil
sejlevektoren ikke vise sig med semikolon som separator, men pa formen
[[2] 2] [3]], som er standardindtastningen af en matrix.

Gevinsten ved at benytte matricer er, at s har vi automatisk leengden af en
vektor til radighed, nemlig

Norm( )
Dennevirker imidlertid kun pamatricer — ikke palister. Dennorm, Ten (),
vi har defineret, virker pa savel lister som p& matrix-vektorer. Det samme
gadder i gvrigt for ale de regneoperationer, der er beskrevet pa side 100.
Endelig findes kommandoen

UnitV( )
der returnerer en enhedsvektor med samme retning som en given matrix-

vektor. Skulle der opstabehov for dennei forbindelse med liste-vektorer, er
det ingen sag at definere denne.



105 Vektorregning

Appendiks — menu til vektorregning

Ved at skrive et ssimpelt program menu() kan du oprette din egen oversigt
over kommandoer med tilhgrende syntaks.

Du starter programeditoren fra skrivebordet eller med 7, hvisduikke
har skrivebordet sldet til. Vadg New . . og kald programmet menu (skaam-
billedet til hgjre).

ﬁFi;l RFFLICATIONS NI 2 [ A W
Qo L Ly e ar|Find...JMeds
1=F155hHE +AFFS '
by I HEH ™
FEWirdow EdltDP
4=G h TURi: Frodram +
SiTa I'J Foldsr:  mdin3
X Dat,af’r"latr*lx Editor # variable: [menn ]
1:Current ?&E_ Entzr=OF EZC=CAMCEL
Zilpen.. itor Ld
FRIN DEG AUTO TE [PE] MAIN_ WG DEG AUTO TE

Afdut med [ENTER], og en nassten tom programeditor kommer frem. Denne
udfylder du som vist nedenfor (en raskke sasmmenklippede skaarmbilleder):

Filx|_ F= |FEF4< FE | F&=
Toals|Conkral|l 0 |Yar|Find.. [Fode
tmenutp
-Prgm
'Fu5t
1tle "Knmmahdner"
tem "dotPo"
tem
tem =
fltem "uipkelo"
fltem "progc"
tem "disto"
tem "distpi"
tem "distli"
tem "dist]llc"
Item "aresld"

itle "Symtax"

Mo MdotPoul uZ2a !
tem "crossPOwl,wZ2)"
tem ”len{u}"
tem u1nkeliu1 LWt
tem "pr ui}"
tem "d15 ipl,p?)"
tem T Cp.ap.nua"
tem "dlst Cp.ap.rua"
tem "d15t11ial Fl az,r2
tem "arealiul, il
FEndLUELm
tEndPram

HMAIN DEGAUTO DE

Start nu programmet  menu () (husk parenteserne). Der sker tilsynela
dendeingenting.



Tryk pa[cusTom], og straks kommer din nye menulinje frem. Tast [F1] for at
se kommandoerne og [F2] for at se syntaksen:

Fi- Fa- 1 |[ Fi-
Foaramandos b BTk Earimand ok |
1:idotPc
TS PR
4 umkel (ul W2
o pr*-:-i ul, wed
cidistipl,p2l
s d15t,|in:|:~ R=T=18 g1V
Done| [®mai o SF, L
THFE OF USE £3T4 + [ENTER] OF [ESL] TWFE DR USE €314 + [ENTER] OF [E5C]

Kommandoerne fra[Fi] kan hentestil indtastningslinje pa savanlig vis.

[cusToM]-tasten virker som en vippe-kontakt. Et tryk pa [CUSTOM], og
menuerne skifter til de brugerdefinerede menuer Kommandoer og
Syntax. Endnu et tryk pa[cusTom]-tasten, og de brugerdefinerede menuer
fjernesigen.
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