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目前,高中数学课程改革中倡导研究性学习,所谓研究性学习是指学生在教师指导下,以
类似科学研究的方式去获取知识和应用知识的学习方式.要把这种理念转化为学生的实际操

作,我想应该从日常的学习中抓起. 

案例 1  当 0x > 时,问
2x 与 2x

的交点个数. 

这是一道很普通的题目,在许多练习册中都能见到.一般,教师都会引导学生从图象入手.

由于学生对二次函数和指数函数的图象都很熟悉,因此从图象上很容易知道有两个交点.为了

引导学生多往下想一步,我又提出了新的问题:当 0x > 时,问
3x 与3x

的交点个数.由于有了前

面的经验,学生很快通过图象给出了答案.此时,他们自己也提出了问题,如果把问题改为:当

0x > 时,问
ax 与

xa （
*1,a a N> ∈ ）的交点个数. 

问题一经提出,学生就开始画起图来.经过讨论,大家一致认为:由于这两个函数在 R 上都

是增函数,从图象上看,有两种情况可能出现:(I) 有两个交点；(II)有一个交点,即图象在某

点相切. 

为了研究清楚这个问题,我们首先想到了利用图形计算器的画图功能,看看随着 a 的变化,

图象是如何变化的.由于 TI 图形计算器的图象功能不够强大,我们无法得到想要的答案.一时

间,大家都有些不知如何下手. 

看来此路不通,我们能不能从别的角度考虑一下这个问题.比如说:解方程的角度. 

由于图形计算器具有强大的计算功能,很快,同学们就算出了以下几组解. 

       
这里我们不考虑负解,把所有的解整理得到 

 a =2, x =2       or   x =4; 
       a =3, x = 2.478  or   x =3;             
       a =4, x =4       or   x =2; 
       a =5, x =1.765   or   x =5; 
       a =6, x =1.624   or   x =6. 

不难发现,对于方程
ax ＝

xa , a是它的一个解.这一点从方程的特点,也很容易看出.从给出的

几组值来看,我们初步断定
ax 与

xa （
*1,a a N> ∈ ）的图象有两个交点.即第一种情况不成立.

那么如何说明方程
ax ＝

xa (
*1,a a N> ∈ )有两个解呢？从给出的几组数据来看,当 a >4 时,方

程的两个解一个是 a ,另一个比 a 小.如果要想说明方程有两个解,根据函数的单调性,只需说



明当 a >4 时,存在某一个数,不妨设为b ,使得
ab >

ba 即可.那么,在 0 和 a之间找哪一个数呢？

经分析:这个数b 要满足两个条件:1.  0<b < a   2.   这个数方便计算.这里我们选定b = a .

要证明不等式 ( )a
a >

aa ,由于这个不等式两边是两个指数式,两边取对数得 lg lga a a a> ,

进一步有
1 lg lg
2

a a a a> .则只需证明
1
2

a a> .两边平方整理得
2 4 0a a− > .由于 a >4,所以

显然有
2 4 0a a− > 成立.又知当a =2 和 a =3 时,

ax 与
xa 有两个交点.所以当 0x > 时,

ax 与
xa

（
*1,a a N> ∈ ）有两个交点. 

进一步探究 

如果我们把 a 的范围由正整数扩充到有理数,到实数呢,结果如何.由幂函数的性质,我们

容易得到,当 0x > 时,
ax 与

xa （ 4a ≥ ）有两个交点.若 2≤ a <4,类似于前面的证明,我们只要

说明存在某一个数b ,使得
ab >

ba 即可.取b = 2 a ,显然有 a < 2 a <4.要想证明 ( )2
a

a >
2 aa ,

只需证明 lg(2 ) 2 lga a a a> ,整理有
2 1lg 2 lg

2
a

a
⎛ ⎞

> −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.而由 2≤ a <4 可知,
1 1 2
2 2a
< ≤ ,

则
2 1 1lg 2 lg lg lg 2

2 2
a a a

a
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,问题得证.但此时还不能解决 1< a <2 的情况.问题

出在什么地方呢？此时再次利用图形计算器发现当 a =1.5 时,方程的解为 x =7.409 or x =1.5.

因此我们必须重新选择b 的取值.经分析,取
2=b a .因为 2a < ,所以有 2lg lg ,a a a> 进一步有

2 2lg lga a a a> ,则 ( ) 22 a aa a> ,至此问题得到解决.即 0x > 时,
ax 与

xa （ 1a > ）有两个交点. 

若 0< 1a ≤ ,由图象可知,
ax 与

xa 有一个交点. 

    到此,我们可以得到以下结论:当 0x > 时,若 0< 1a ≤ ,
ax 与

xa 有一个交点；若 1a > ,
ax 与

xa 有两个交点. 

这一教学案例的研究,给了我很大的震撼.第一、虽然我已经接触 TI 图形计算器有将近一

年的时间了,但对于它的功能还是局限于图形和数据的拟和,这一案例使我深刻认识到对于TI

图形计算器不是我了解得不够多,而是对于它的功能缺乏深入的了解;第二、面对当今数学课

程改革,对数学教师的要求越来越高.因此,教师必须对课本有着深入的研究,对问题有深刻的

认识.要想做一名好老师,首先就要是个学习型的老师;第三、只有让学生亲历解题的风雨坎坷,

走过从求解到自己提出问题的每一个环节,才能使学生见到“彩虹”,真正提高他们的学习能

力;第四、课本就是我们的大纲,要深挖掘课本中的问题.以课本中的问题为载体,提高学生的

学习能力,让他们在不断的探索中体味数学的魅力,从而培养他们学习数学的学习兴趣,升华

学生的思维,真正做到自主学习. 


