% 10 Minutos de Codigo UNIDADE 7: LICAO 1
TI- NSPIRE™ CX Il & Tl - PYTHON NOTAS PARA O PROFESSOR

Unidade 7: Utilizac&o da biblioteca cmath Licdo 1: As funcdes da biblioteca cmath

Nesta primeira licdo da unidade 7, pode aprender como Objetivos:
utilizar a biblioteca cmath para efetuar calculos simples e Descobrir a biblioteca cmath.
com nimeros complexos. e Utilizar as funcionalidades da biblioteca cmath.

1. Utilizar o médulo cmath.

e Inserir uma nova aplicacéo e escolher o menu A Adicione Python. # 1 Feramentas [
E8 2 Editar 4
- . . 1N
e Nesta licdo, vamos trabalhar essencialmente com o interpretador (Shell)  |* 3 Planos integrados |
. o i v+ 4 Matemética 3
para tratar as instrug@es da biblioteca cmath. @5 Aleatério R
) B - . )
e Na janela que se abre, escolher a opcéo 3 Shell. {5 g .T.:E‘:I’;"'b
; . 3 . # 8 Tl Rover 1 Matematica complexa ¥
e A tecla di acesso a 9 Mais modulos, e depois a aceder a h 2 Time v
& 9 Mais modulos
- == R 3 T System v
1 Matematica complexa. w A Variévels 4 T\ Draw .
5 Tllmage »

e Importar a biblioteca cmath. W
1 frorm crmath import 2 R

e Escolher a opgédo 2 complex(real,imag) e atribuir este nimero a uma |2 complex(real,imag)
3 rect(modulus, argument)
variavel z. 4 .real

5 .imag

6 polar()

7 phase( imatica complexa

8 exp0 H 4

9 cosQ /stem 4

A sin0Q aw J
v 1age 4

e Chamar a variavel z.

[ Shell Python 5/5
>>>from cmath import *

Observe que o nimero complexo € apresentado entre parénteses na forma :ZE:C"”‘F"EXW’
_ . Aa+1)
z=a+bj .

e A calculadora utiliza j para designar a unidade imaginaria.

e Da mesma forma, definir um ndmero complexo sem usar a instrucao

complex(real, imag), mas diretamente utilizando a sintaxe, como por

exemplo z2 = (2 — 3j)

SUGESTAO:

N&o colocar parénteses na escrita de um niimero complexos na Shell pode levar a uma mensagem de erro.
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e Importar também na Shell a biblioteca de calculos matematicos. {E5N’ *Doc rao (i X
£ Shell Python 444

e Na biblioteca cmath, escolher a instrucao 3 rect(modulus, argument).

>>>from math import *
. ~ . , . . . >>>rect(sqrt2),pild)
e Completar com a instrucéo rect(sqrt(2),pi/4), que da origem & escrita em  |¢1+1)

>>>|

coordenadas cartesianas do numero complexo de moédulo V2 e

Y
argumento .

e Aexibicdo da parte real e do coeficiente da parte imaginaria de um nimero

complexo efetuam-se com .real e .imag precedido do nome da variadvel M'' K = :
{3 Shell Python 10/10
complexa. >>>from cmath import *

>>>z=complex(1,1)
>>>7

(1+1))

e A instrugdo 6 polar() deve conter como Unico argumento 0 nome da

iz : L JEE}" u7L1 rao [l] X
varidvel complexa para retomar um par ordenado cujo primeiro elemento
[ Shell Python 20120
sera o médulo e 0 segundo o argumento do niimero complexo. >>>lype(z)
<class 'complex'>
>>>p\;;la|-:‘

(1.414213562373095, 0.7853981633974483)

>>>u:pg.[a[»:w

> >)U[C']
1.414213562373005
>>>u[1]
0.7853981633974483
>>>

>>>

e Ainstrugdo 7 phase() da o argumento, em radianos, do nimero complexo.

{BRN" J7
[ Shell Python 33
>>>phase(z)

0.7853981633974483

>>>
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e Para obter o argumento de um numero complexo em graus, utilizar a

instrugcdo degrees, que esta na biblioteca de fungdes matematicas. M U7L1 mo ] X
£ Shell Python 707
>>>7=(1 +1J1
>>>phase(z)

0.7853981633974483
>>>from math import *
>>>degrees(phase(z))
45.0

>>>|

SUGESTAO:

O mdédulo de um ndmero complexo pode também ser obtido com a instrucéo abs(z).

Quadrado de um imaginario puro.

e Criar o nimero complexo z = j (preste atencdo as instruces a dar a ™' M ' : :
[ Shell Python 8/8
calculadora). >>>7=())
Traceback (most recent call last):
° Calcular 22 File "<stdin>", line 1, in <module>
NameError: name 'j' isn't defined
e Obtém-se o resultado esperado, tendo em considerac¢do a forma como os :::;I.’J”
L . (~1+1.224646799147353e~16))
decimais sdo expressos em linguagem Python. 555
e Pode escrever-se num programa uma funcéo que atribua O a parte real ou
imaginaria de um namero complexo quando o valor ndo ultrapassar 107",
sendo n a precisao.
{ KRR’ u7L1 rap [I] X
{3 Shell Python 5/5

>>>from cmath import *
>>>z=sqrt(-1)

3233995736767e-17+1))
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2. Alguns célculos elementares

a) Definir o nimero complexo com parte real 3 e coeficiente da parte § 1.1 [ u7LY rap [I] X
. L, e , , , [ Shell Python 44,
imaginaria 2. Verificar que o médulo deste nimero é V13 . >>>z=complex(3,2)

>>>abs(z)==sqrt(13)

True
22>

b) Conjugado de um niamero complexo.

O conjugado de um namero complexo ndo é implementado na

calculadora TI-Nspire™. Assim, prop8e-se, para finalizar esta licdo, a

i . . . ;r'om math import *
escrita de um programa que permita obter o conjugado de um namero from cmath import *

complexo dado.

def conj(z):
a=z.real
i i 5 H b=z.imag
e Inserir uma nova aplicagdo Python para escrita do programa e conjugado=complex(@.-b)
. return z, "tem como conjugado”,conjugade
nomeie-se por U7L1. I §
e Importar as bibliotecas de calculo matemaético e 0 modulo cmath.
e Extrair as partes real e imaginaria do complexo que é argumento da
funcéo definida.
e Exibir os dois nimeros z e Z.
Exemplo:
Sendo z = 2 + 3j , determinar o seu conjugado com a funcdo conj(z). 1112 [ 1.3 [ mao il X
Shell Python 474
(3 shell Py
>>>z=complex(2,3)
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Unidade 7: Utilizac&o da biblioeca cmath Licdo 2: Célculos e representactes

Nesta segunda licdo da unidade 7, aprendera a utilizar a Objetivos:
biblioteca cmath para efetuar célculos simples com e Utilizar a biblioteca cmath.
nameros complexos. e Realizar calculos com nimeros complexos.
e Representar graficamente nimeros complexos

1. Alguns célculos simples.

e Iniciar um novo programa com o nome U7L2.

@ *U7L2.py 314

e Inserir uma nova aplicac¢éo, escolhendo no menu A Adicione Python. from math import *

i , . from cmath import *

e Com a tecla aceder a 9 Mais mobdulos e depois
1 Matematica complexa.

e Importar também a biblioteca de fungdes matematicas.

e Criar uma funcao calcC(a,b,c,d) tendo como argumentos as partes reais

@ *U7L2.py 617

e imagindrias dos nimeros complexos: z1 = a + bj et z22 = c +jd from math import®
~ . . , from cmath import *
e Usar esta fungéo para obter o produto e o quociente dos dois nUmeros  |def calcCca,b,c,d):
z1=complex(a,b)

. z1 =
- z2=complex(c,d)
complexos, Oou seja, z1 X z2 et e return z1%22,21/22

e Testar a fungcdo com dois nimeros complexos a sua escolha.

(3 Shell Python 33

>>>calcC(1,2,3,-4)
((11+2), (-0.2+0.4)))
>>>|

2. As diferentes formas de um nimero complexo.

Criara agora uma funcdo que permita trabalhar de forma mais simples com nimeros complexos usando formas

trigonométricas ou exponenciais.
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a) Formatrigonométrica e exponencial.

B *U7L2.py 1313

def calcC(a,b,c,d):
z1=complex(a,b)
z2=complex(c,d)

Escrever uma funcédo para obter o mddulo e o argumento de um nimero

complexo (radianos e graus) para poder escrever na forma aturn 21%22 21122

z = p x (cosB + jsinB) e depois z = p x e/?. def trigo(a,by:
z=complex(a,b)
zz=polar(z)

maodulo=zz[0]
argumento=degrees(zz[1])
return round(mdduto,B),argumento\

SUGESTAO:

O médulo e o0 argumento de um ndimero complexo também se podem determinar utilizando as instrucdes abs() e
phase() da biblioteca cmath.

Estudo de um exemplo.

{3 Shell Python 3

Considere o nimero complexo z = 43 + 4j >>>Mrigo@*sqi).d)

4

+ Determinar o modulo e um argumento deste nimero complexo (mod 2r). >3]

Dar a expressao na forma trigonométrica e depois exponencial.

A funcdo permite rapidamente verificar que o niumero complexo tem modulo
p = 8 e argumento 6 = 30°, ou = mod 2.

.TT
A forma exponencial serd z = 8 x e’s.

b) Interesse das formas trigonomeétricas e exponenciais.

Use as duas funcdes anteriores (ou crie outra que utilize as duas), para verificar

. , Shell Python 111
que para dois numeros complexos: E’,ﬂ:‘:)fu,

>>>72=(4*sqrt(3)+4))

e O médulo do produto é o produto dos médulos e o argumento do produto  |>»>=1pol=polarz1)
é a soma dos argumentos. >>>22pol=polar(z2)

e O moddulo do quociente é o quociente dos médulos e o argumento do
guociente € a diferen¢a dos argumentos.

>>>zmult=z1*z2

Pode-se também trabalhar diretamente no interpretador (Shell).

Estudo de um exemplo:
z1=1+1jez2=4V3+4j

De seguida use os operadores légicos, mas tenha cuidado!

[ Shell Python 33

>>>z1pol[0]*z2pol[0]==zmult_pol[0]
False
>>>|
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3. Representar graficamente um nimero complexo.

B *U7L21.py 1118

Represente num plano os nlimeros complexos anteriores:
zZl=1+1jez2= 43 + 4j from cmath import *
from math import *

Para tal, deve: import ti_plotlib as plt

def comp(a,b,c,d):

(] Extrair as partes reais e |mag|nér|as dos numeros Complexos. z1=complex(a,b)

z2=complex(c,d)

e Guarda-los em duas listas x[ Jey[ ]. x=[z1.real,z2.real]
y=[z1.imag,z2.imag]

plt.cls

plt.window(-10,10,-10,10)

plt.grid(1,1,"dashed")

e Representar graficamente estas listas como nuvem de pontos.

Inserir um novo programa com o nome U7L21.

Criar uma fungéo para representar graficamente dois nUmeros complexos. Esta a1 *U7L2

B *U7L21.py 1819
plt.cls
, . . .~ . .~ , pltwindow(-10,10,-10,10)
entanto, € um primeiro passo para a licdo seguinte (Licdo 3), na qual podera plt.grid(1,1,"dashed")
- plt.axes('on")
resolver uma egquacao complexa. plt.labels('parte real',"parte imaginaria",12,2)
plt.titte("Representagdo de complexos”)
plt.color(255,0,0)
plt.scatter(x,y,"0")
plt.show_plot()

funcéo pode parecer artificial para representar os afixos de dois complexos z. No

e Executar o programa. 1.1 [1.2 | 1.3 SRGEE ran [I] X
[ Shell Python 33

e Solicitar a representacao grafica dos himeros complexos propostos. >>>#Running U7SB21.py

>>>from U7SB21 import *
>>>comp(1,1,4*sqrt(3),4)|

e Se desejar, pode modificar a representacdo grafica para evidenciar o

P . o Representf¢do de complexos.
modulo e o argumento (importar eventualmente da biblioteca Tl Draw). paite imaginaiia

=10 + 10

parte rea
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Unidade 7: Utilizac&o da biblioteca cmath Licdo 3: Representar nimeros complexos

Nesta terceira ligdo da unidade 7, vai utilizar a biblioteca Objetivos:
cmath associada a biblioteca TI PlotLib para efetuar e Descobrir o médulo cmath.
representacdes de nimeros complexos. e Utilizar as funcionalidades da biblioteca cmath.
e Representar geometricamente nimeros complexos.

Escrita complexa de uma transformacgéo geométrica.

Uma transformacéo F faz corresponder a cada ponto M a sua imagem M’. Os pontos M e M’ consideram-se como
afixos de numeros complexos, respetivamente z e z'.

A escrita complexa da transformacao F é: z’' = f(z), ou seja, f € a funcdo de C —» C que a z associa z'.

A escrita complexa de uma rotagéo de centro Q, afixo de w, e &ngulo 6 é:

zZ=e(z-w)+w

Determinar o afixo de zz imagem do ponto A, afixo de z, = 1 + 2j pela rotagéo de angulo 2?” e centro no afixo de

w=-1+j

e Iniciar uma nova aplicagéo, escolhendo A Adicione Python. # 1 Agdes '
[ 2 Executar 4 11
e Criar um novo programa com o home U7L3 E2 3 Editar »
) ) 1. 4 Planos integrados *
e Na tecla menu escolher a 9 Mais modulos, e depois | 5 Matematica ’
L. @ 6 Aleatério »
1 Matematica complexa. 1= 7 Tl PlotLib -
) o © 8 Tl Hub _ Matematica complexa ¥
e Inserir as bibliotecas math e cmath @ 5 TiRover 2 Time »
3 TI System 4
| I N”f',"'@""”ld Tl Draw »
vr B Variaveis 5 Tl Image N

e Vai criar uma fungdo com 3 argumentos e que permite obter o afixo de

B *U7L3.py 19

zp = ¢ + dj, imagem de um ponto A, afixo de z, = a + bj, por uma rotagéo from math import *

a . from cmath import *

de angulo 8 em torno de Q, afixo de w. def rot(a,b,c,d,ang):
za=complex(a,b)
centro=complex(c,d)
angulo=rect(1,ang)
zb=angulo*(za-centro)+centro
return zb

Disponibilizado sob a Licenga Publica Creative Commons: Atribuigdo — Ndo Comercial — Compartilha Igual 3.0 Portugal.
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/pt/

© 2020 Texas Instruments 1 education.ti.com/pt/



https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/pt/

{i’ 10 Minutos de Codigo
TI-NSPIRE™M CX Il & Tl - PYTHON

UNIDADE 7: LICAO 3
NOTAS PARA O PROFESSOR

e Executar o programa.

—4—3 n 14+2v3 X j
2 2

e Verificar que o afixo de z; é : zg =

Transformacédo complexa e representacao gréfica.

Agora vai utilizar rentabilizar a funcéo anterior para mostrar que um tridngulo é
equilatero.
Sejam A(a, b),B(c,d),C(e, ) os afixos, respetivamente, de: za =+/3+2 —3j;
zb = —2et zc = 2\/3+2jV/3
¢ Modifique o programa para que efetue a representagdo gréafica Para tal,
crie duas listas x e y contendo respetivamente as partes reais e 0S
coeficientes das partes imaginarias dos complexos za, zb, et zc.
e Representar graficamente os 3 pontos (nuvem).

e Utilizar a fungéo rot() para mostrar, por exemplo, que o ponto A é imagem

de C pela rotacao r de centro B e angulo —g.

.TT
e Aescritacomplexaderéportantoz’ =e ’3(z—b) +b

Donde ¢’ = (%—gj) (2v3 +2jV3 +2) — 2, ou seja

¢ =v3+1++3j-3j—jV3+3—2.Logoc' =3 +2-3j
A é imagem de C por r, que da BC = BA e (BC; BA) = -Z [2m].

e Executar o programa
e Utilizar a funcao rot( ) para calcular o afixo C, imagem de A pela rotacao

de centro w = zb e angulo —*.

1.0 [ 1.2 |3 *U7L3 rap [I] X

[ Shell Python M »
>>>grafico(sqriG)+2,-3,-2,0,2*sqrt3),2 ‘sqrt(B))"

Deve chamar a biblioteca Tl PlotLib na edi¢do do programa
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[ 1.1 [ 1.2 |3 U7L3
[ Shell Python

rap I X
33

>>>rot(1,2,-1,1,2*pi/3)

22>

(-2.866025403784438+2,232050807568878))

N 1.1 1.2 U713
A *U7L3.py

RAD D X
21721

from math import *

def grafico(a,b,c,d,e,f:
x=[a,c,e]
y=[b,d,f]
plt.clsQ
pltwindow(-3,5,-4,4)
plt.grid(1,1,"dashed")
plt.titte("Trans aGé
plt.color(255,0,0)
plt.plot(x,y," ")
plt.show_plotQ

Transformagdo complexa

O
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Unidade 7: Utilizac&o a biblioteca cmath Aplicacdo: Nidmeros complexos e ciéncias

Nesta aplicagdo da unidade 7, ir4 utilizar a biblioteca Objetivos:

cmath para efetuar calculos e representar nimeros e Descobrir o médulo cmath.
complexos utilizados na Fisica para o estudo de um e Utilizar as funcionalidades da biblioteca cmath.
circuito elétrico. e Representar nUmeros complexos graficamente.

e Analisar um circuito elétrico RLC em série.

O circuito RLC em série.

€ L
R
Um circuito RLC em eletrénica € um circuito linear que contém um resistor (R), ’—\/\/\/VV\—{ }—W

um indutor (L) e um condensador (C).

~Vf
Ha dois tipos de circuitos RLC, em série ou paralelo, de acordo com a ligacéo
dos trés componentes. O comportamento de um circuito RLC é em geral
descrito por uma equacdo diferencial de segunda ordem (ou circuitos
RL ou RC modelados por equagdes diferenciais de primeira ordem).

Vs i

Usando um gerador de sinais, podemos injetar oscilagées no circuito e observa
rem alguns casos uma ressonancia, caracterizada por um aumento na corrente
(quando o sinal de entrada selecionado corresponder a propria pulsacdo do
circuito, calculavel pela equagéo diferencial que o contempla).

Num dipolo linear, ndo necessariamente elementar, mas constituido por um conjunto de elementos lineares

passivos R,L,C se tomarmos a equacdo que liga a tensdo a corrente e aplicarmos uma tenséo
U = U x e/(@t=9)  obteremos uma corrente [ = I x e/(®t=¢=¥) ' Chamamos impedancia complexa do dipolo a

quantidade:

Qual é a utilidade da nogdo de impedancia?

Se conhecermos 0 médulo de Z e um argumento ¢ do dipolo, podemos imediatamente passar da tensdo a corrente

e reciprocamente: o0 médulo de Z indica a relagdo entre a tenséo e a corrente.
Um argumento ¢ fornece a mudanca de fase entre a tenséo e a corrente.
w representa a pulsacédo (frequéncia angular) do sinal elétrico.

Lembra-se que w = 2xf ; f € a frequéncia do sinal, expressa em (Hz).
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Impedancia complexa.

Resistor de resisténciaR: Z = R

Indutor L: Z = jLw

Condensador (capacitador) C: Z = L ou bien Z = =L
jCw Cw

SUGESTAO:
A impedéancia mede-se em ohms (Q). De um ponto de vista da fisica, estamos interessados no médulo da impedancia. O

deslocamento de fase introduzido por um indutor puro é: ¢ = g e aquele introduzido por um condensador puro é: ¢ = —g

Estudo de um exemplo.
e Criar um programa em Python para determinar a impedancia complexa de um circuito RLC em série.
e Representar graficamente a impedancia de cada dipolo e depois a impedancia total.

e Deduzir a natureza do circuito (dominante indutiva ou capacitiva).

Lembre-se que para os dipolos dispostos em série, as suas impedancias sédo adicionadas. Quando estdo em paralelo,
~ A . 1 A . a
sdo as suas admitancias Y que se adicionam. Y = 7 (A admitancia é o inverso da impedancia).

e Inserir uma nova aplicagdo com o menu A Adicione Python.

H &l 1.1 I3 *J7AP RAD »
e Criar um novo programa com o nome U7AP. " 0
B *U7Apps.py 89
e Importar as bibliotecas math e cmaths. from cmath import *

from math import *
L] Criar uma fun(;ao com 3 argumentos, 0S quals sao 0s valores das def impT(zrzlzo):
zt=complex(zr,zl-zc)

mddulo=round(abs(zt),2)

- , i . .. , arg=round(degrees(phase(zt)),1)
e A funcdo devera determinar a impedancia complexa total, 0 médulo da return zt,médulo,arg

impedancias de cada dipolo, na ordem Zr, ZL e Zc.

impedancia total e um argumento, arredondado a décima do grau.

SUGESTAO:

Se desejar, pode também criar uma funcé@o que que tenha em consideragdo a frequéncia do sinal. A fungéo tera entao
como argumentos os valores dos dipolos R, L e C, respetivamente em ohms (Q), henry (H) et farads (F).
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e Executar o programa e determinar a impedéancia total dum circuito RLC
1.1 1.2 B *U7AP rao [l X

em série, tal que: zr = 2Q; zl = 3Q; zc = 1Q
(3 Shell Python 33

e A fase é de 45°, o comportamento do circuito € predominantemente

indutivo.

Representar graficamente o diagrama de impedancias.

e Trata-se de representar no plano a soma de trés vetores. Na eletricidade,

uma pratica comum consiste em representar a partir da origem o vetor

a8 *U?Apps py 1111

— . X . — T from cmath import *
Ur(zr,0) e depois, a partir da sua extremidade, o vetor U, (zl,—) €  |from math import *
2 import ti_plotlib as plt
. , . . — T from time import *
finalmente, também a partir da extremidade, o vetor U, = (zc,——) # Célculo da impedancia total (F
def impT(zr,zl,zc):
zt=complex(zr,zl-zc)
mddulo=round(abs(zt),2)

. ~ . , ~ L o arg=round(degrees(phase(zt)),1)
forneca o valor da impedéncia complexa apés a representacdo gréafica. return zt,mddulo,arg

¢ Importe as bibliotecas Tl PlotLib para o programa. Modifique-o para que

Pressionando a tecla ird parar a representagéo grafica.

e O vetor correspondente a impedéancia total tera cor magenta, conseguindo- | 1.1]1.2 RLZAG ~ao (il X

. ~ *U7Apps. 21127

se com a instrucao plt.color(255,0,255). @ *WUAppspy

def graf(zr.zl,zc)
plt.clsO
plt.window(-1,5,-1,5)
plttitte("Diagrama de impedéncia”)
plt.grid(1,1," "
plt.pen("mediurr olid")
plt.color(0,0,255)
plt.line(0,0,zr,0,"arrow")
plt.color(0,255,0)
plt.line(zr,0,zr,zl,"arrow")
plt.color(255,0,0)
plt.line(zr,zl,zr,zl-zc,"arrow")
plt.color(255,0,255)
plt.line(0,0,zr,zl-zc,"arrow")
plt.show_plotQ
return zt,mdédulo,argumento

e Solicite de novo a execugéo do programa.

Diagrama de impedancia

e Dar argumentos a uma fungdo que permita calcular a impedancia total
impT(2, 3, 1).
e Observar o grafico do diagrama de impedancia.

e Pressionando pode encontrar o resultado do calculo anterior.

| (A Shell Python
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